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▲❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ❞❡s ❜✐❝♦✉❝❤❡s ❢❡r♠é❡s ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s t❡♥s✐♦❛❝t✐✈❡s✱ r❡♠♣❧✐❡s ❞❡ ❧✐✲
q✉✐❞❡✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥ ❛✉tr❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ▲❡✉r t❛✐❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ❞✐① ❡t ❝❡♥t
♠✐❝r♦♥s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡✱ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ✢✉✐❞❡ ♣❧❛❝é ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s ♣❧❛♥❡s✱ s❡ tr❛♥s❧❛t❛♥t ❧✬✉♥❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡ à ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡
ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱
♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ♠♦✐♥s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✱ ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥✜♥ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❡✉t êtr❡
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ s❡♠✐✲❞✐❧✉é✱ ♦ù s❡✉❧ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s ❡st
❝♦♥s✐❞éré✳
▼♦ts✲❝❧és ✿ ♠✐❝r♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✢✉✐❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ✈és✐❝✉❧❡✱ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡
❚✐t❧❡ ✿ ❍②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✈❡s✐❝❧❡s ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ✢♦✇
❆❜str❛❝t
❱❡s✐❝❧❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡❞ ❜✐❧❛②❡rs ♦❢ t❡♥s✐♦❛❝t✐✈❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞✱ ✐♥s✐❞❡ ❛♥♦t❤❡r
❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡✐r s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ♠✐❝r♦♥s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ t✇♦
♦❢ t❤❡s❡ ♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ s❤❡❛r ✢♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✢♦✇ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t✇♦ ✇❛❧❧s tr❛♥s❧❛t✐♥❣
r❡❧❛t✐✈❡❧② t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞✱ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜②
♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❢♦r q✉❛s✐✲s♣❤❡r✐❝❛❧ ✈❡s✐❝❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢❛r ✜❡❧❞
r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦❞❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞✱
✇❡ st✉❞② ❧❡ss s♣❤❡r✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❧♦s❡r ✈❡s✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤♦✇ t❤✐s st✉❞② ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t s♦♠❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛ ✈❡s✐❝❧❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ s❡♠✐✲❞✐❧✉t❡ r❡❣✐♠❡✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢
t✇♦✲✈❡s✐❝❧❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳
❑❡②✇♦r❞s ✿ ♠✐❝r♦❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝✱ ❝♦♠♣❧❡① ✢✉✐❞✱ ✈❡s✐❝❧❡✱ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❛s②♠♣t♦t✐❝ st✉❞②✱ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉
s❛♥❣ ✷✱ s✉❥❡t ❞♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♠é❞✐❝❛❧❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s à ❧♦♥❣ t❡r♠❡ ❡♥ ❢♦♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡
❡♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❛❝t✉❡❧❧❡s✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❧❡ s❛♥❣ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s
♣r♦♣r✐étés r❡♠❛rq✉❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ s❛ r❤é♦✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥
❞❡ s❛♥❣ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s sé♣❛ré❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ d✱ ♣✉✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ σ ✸ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ γ˙d✱ t♦✉t ❡♥
❣❛r❞❛♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt σ(γ˙)
γ˙
✱ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té
❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥✱ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ γ˙✳ ❈❡tt❡ ❝❤✉t❡ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❧♦rsq✉❡
❧✬♦♥ ♣❛ss❡ ❞✬✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t γ˙ ❞❡ 10−2 à 103s−1✳ ❈❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝
❝❡❧❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳
❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ❧✐é❡ à ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡ ❞✉ s❛♥❣✱ q✉✐ ❡st✱ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱ ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡
❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❝r♦♥s✱ ♦❝❝✉♣❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s
❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ♦ù ❧❡s t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ✭✈✐❜r❛t✐♦♥✱ r♦t❛t✐♦♥✮ s♦♥t
✐♥❢ér✐❡✉rs à ✉♥❡ ♥❛♥♦s❡❝♦♥❞❡✱ ❧❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛❣ré❣❛ts q✉✬✐❧s ❢♦r♠❡♥t à
❢❛✐❜❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ♦♥t ❞❡s t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ [1♠s; 1♠✐♥]✱
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥ts✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡
❧❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ γ˙✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦t❛❜❧❡
à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡✱ s✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té✳ ❈❡tt❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ❧✐é❡s à ❧❛ s♦❧❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st ❧✬✉♥
❞❡s ✐♥❣ré❞✐❡♥ts ✐♠♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té é✈♦q✉é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❘❡✈❡♥♦♥s ❛✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s ❝♦♥s✐❞éré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡t ❢♦❝❛❧✐s♦♥s
♥♦✉s s✉r ✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐✳ ❙✐ ❝❡ ❣❧♦❜✉❧❡ ❡st ✐s♦❧é✱ ✐❧ r❡ss❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt
❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ✉♥❡ ❢♦r❝❡✱ ❞✐t❡ ❞❡ ♣♦rt❛♥❝❡✱ q✉✐ ❧✬❡♥ é❧♦✐❣♥❡✱ ❧❡ ❞✐r✐❣❡❛♥t ✈❡rs ❧❡ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥
❡♥tr❡ ❧❡s ♣❧❛q✉❡s ✹✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧✱ ❡t ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ s❡s ✈♦✐s✐♥s
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ✺✳ ➚ ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① ❣❧♦❜✉❧❡s✱ ❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞♦♥♥❡♥t
❧✐❡✉ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t à ✉♥❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ❡t✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ à ✉♥ ✢✉① ✈❡rs ❧❡s
ré❣✐♦♥s ♠♦✐♥s ❝♦♥❝❡♥tré❡s✱ s♦✐t ✈❡rs ❧❡s ♣❛r♦✐s✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
♣❛r✐ét❛❧❡ ❡t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐té ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱
❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ♣❡✉ ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❡♥ ❣❧♦❜✉❧❡s ♣rès ❞❡s ♣❛r♦✐s✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡✱
❞✐t❡ ✓ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❞é♣❧ét✐♦♥ ✔✱ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❞❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❞❛♥s ❞❡s ❝❛♥❛✉① ♦✉ ❞❡s
✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s✱ ❛②❛♥t ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ♠✐❝r♦♥s✳ ❊❧❧❡ ❛❣✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡
❞❡ ❧✉❜r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❧✐♠✐t❛♥t ❧❡s ❢r♦tt❡♠❡♥ts ❡♥tr❡ ❣❧♦❜✉❧❡s ❡t ❧❡s ♣❛r♦✐s✱ ❡t ❛ ✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡
✷✳ ❈❡tt❡ t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ r❤é♦❧♦❣✐❡ ❞✉ s❛♥❣ ✔✱ t❡r♠❡ ✐ss✉ ❞❡s ♠♦ts ❣r❡❝s r❤❡♦ ❡t ❧♦❣♦s✱
s✐❣♥✐✜❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦✉❧❡r ❡t ❞✐s❝♦✉rs✳
✸✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❡①❡r❝é❡ s✉r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳
✹✳ ◆♦✉s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❣r❛✈✐té✱ q✉✐ ❢♦♥t sé❞✐♠❡♥t❡r ❧❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✳ ❉❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
s♦♥t ❜✐❡♥ ré❛❧✐sé❡s ❧♦rs ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s à ❜♦r❞ ❞✬❛✈✐♦♥s ❡♥ ✈♦❧ ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ♦✉ ❞❛♥s ❞❡s ❢✉sé❡s
s♦♥❞❡✳
✺✳ ▲❡ ♣❧❛s♠❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❧✐q✉✐❞❡ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ❞✉ s❛♥❣ t♦✉s s❡s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✳
✶
✷❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ✈❛✐ss❡❛✉ ❞✐♠✐♥✉❡ ✻✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✬❡✛❡t✱ ❛❜s❡♥t ♣♦✉r
❧✬❡❛✉✱ ❡st ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐ ❧✐é à ✉♥❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs s♣❛t✐❛❧❡s ✿ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
❞❡ ❞é♣❧ét✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❣❧♦❜✉❧❡s✱ ♦♥t ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❞✐❛♠ètr❡
❞❡s ❛rtér✐♦❧❡s✱ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s ❡t ✈❡✐♥✉❧❡s ✼✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 104
❢♦✐s ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s✳ ❖✉tr❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❣❧♦❜✉❧❡s s♦♥t
❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛♥❣✉✐♥✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❧✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés r❤é♦✲
❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ s❛♥❣ à s❡s ♣r♦♣r✐étés à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡✳ ■❧ s❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés
❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞é❝❡♥♥✐❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s
❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts✳ ▲❡
❝❛s ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝❡
✢♦t ét❛♥t ❝❡❧✉✐ é✈♦q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡ s✉❥❡t ❛ ♣✉ êtr❡ ♠❡♥é ❥✉sq✉✬à
✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❣râ❝❡ à ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❞❡✉① tr❛✈❛✉①✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱ tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❚❤✐❡rr② ❇✐❜❡♥✱ ❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t ❝❤❡r❝❤❡✉r ❛✉ ▲■✲
P❍❨✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ✓ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ✔✱ r❡♠♦♥t❡ à ❧❛
t❤ès❡ ❞✬■s❛❜❡❧❧❡ ❈❛♥t❛t✱ s♦✉t❡♥✉❡ ❡♥ ✶✾✾✾ ❬✹❪✱ ❞❡s ❛❥♦✉ts ❛②❛♥t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t été ré❛❧✐sés
❞❡♣✉✐s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧♦rs ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❞❡ ❇❛❞r ❑❛♦✉✐✱ s♦✉t❡♥✉❡ ❡♥ ✷✵✵✾ ❬✺❪✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡
❝❡ ❝♦❞❡ s♦♥t ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r ❋❛r✉✲
t✐♥✱ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦st✲❞♦❝t♦r❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉✐♣❡ ❉❨❋❈❖▼✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡q✉❡❧
s✬❛♣♣✉✐❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s
✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡✱ ré❛❧✐sé ♣❛r ❆♣❛r♥❛ ❙r✐✈❛st❛✈ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❛ t❤ès❡✱ s♦✉t❡♥✉❡
❝❡tt❡ ❛♥♥é❡ ❬✻❪✱ ❡♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ●✇❡♥♥♦✉ ❈♦✉♣✐❡r ❡t ❚❤♦♠❛s P♦❞❣♦rs❦✐✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ❜rè✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦✲
❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉
❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ s❡♣t ❝❤❛♣✐tr❡s✳
❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞ét❛✐❧❧é ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s❛♥❣✉✐♥ ❡t ❧❡ s✉❥❡t ❞❡
❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦✉s rés✉♠♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣❤②✲
s✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ ❞✐s✲
♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s
❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
♦❜t❡♥✉✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s é❧♦✐✲
❣♥é❡s✱ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❝♦♠♣❛r❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐✲
❝✉❧❡✱ ♠♦♥tr❛♥t ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s♦♥t ❛✣♥és✳ ❯♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té❡✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s s♦♥t
♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡ é✈♦q✉é❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✻✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❞é♣❧ét✐♦♥ ❡st ✉♥ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡①♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❛♣♣❛r❡♥t❡
❞❡ s❛♥❣ s✬é❝♦✉❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t✱ r❡st❛♥t s✉♣ér✐❡✉r à ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡✳ ▲❛
✈✐s❝♦s✐té ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ✢✉✐❞❡ s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐r❛✐t ❛✉ ❞é❜✐t ♠❡s✉ré✱
♣♦✉r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ❡♥tr❡ ❧✬❡♥tré❡ ❡t ❧❛ s♦rt✐❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣❧❛s♠❛ à t❡♠♣ér❛t✉r❡
♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 7 ❢♦✐s ♠♦✐♥s ✈✐sq✉❡✉① q✉❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬❤é♠♦❣❧♦❜✐♥❡ ❡♠♣❧✐ss❛♥t ❧❡s
❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ❬✶❪✳ ❈❡t ❡✛❡t ❡st ❛♣♣❡❧é ✓ ❧✬❡✛❡t ❋❛❤r❛❡✉s ▲✐♥❞q✈✐st ✔✱ ❞✉ ♥♦♠ ❞❡ ❞❡✉① s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s
❧✬❛②❛♥t ét✉❞✐é✱ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷❪
✼✳ ❈❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ✜♥s ❞❡ ❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡✳ ▲❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❛✉t❡✉rs✳
❉❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✸❪✱ ❧❡s ❛rtér✐♦❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛✐ss❡❛✉① ❛♠♦♥ts ❞❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s✱ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡
❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 10 ❡t 125➭♠✱ ❡t ❧❡s ✈❡✐♥✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈❛✐ss❡❛✉① ❛✈❛❧s✱ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ 8 ❡t
100➭♠✳ ❈❤❡③ ❧❡ ❝❤✐❡♥✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ 6➭♠✳
✸❆♣rès ❝❡s q✉❛tr❡ ❝❤❛♣✐tr❡s ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢s✱ ❧❡s tr♦✐s s✉✐✈❛♥ts ♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s
❞✉r❛♥t ❝❡ ❞♦❝t♦r❛t✳
▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
q✉✐ ♣ré❞✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s s✉✐t❡ à ❧❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡✱ ❡♥
ré❣✐♠❡ ❞✐t ❞❡ ✓ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r ✔✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞
r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ✽✱ ❧♦✐♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❛ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❝❡ ❝❛s
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❡♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé ❛✉
❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❡t ♠♦✐♥s s♣❤é✲
r✐q✉❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✳ ❆♣rès
❛✈♦✐r ♣rés❡♥té ❞❡s t❡sts ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s ♣ré❞✐t❡s
à ❝❡❧❧❡s ♠❡s✉ré❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à réé✈❛❧✉❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥
♣❛r✐ét❛❧❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈♦rt✐❝✐té✳
❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡✳ ➚ ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s✳ P♦✉r ✉♥
❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❛✉① ♣r♦♣r✐étés ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱
♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s s❛ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ✾✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❧✉s ❛✣♥é❡ ❡♥ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣♦✉rr❛✐t ❛♠é❧✐♦r❡r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉ rés✉❧t❛t✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ❧✐é❡ à ❧❛ ❧❡♥t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✈❡❝
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▲✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥ ❡✛❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥❡
t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s ❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t
✐♥✜♥✐✱ ✈❛❧❡✉r ❞é♥✉é❡ ❞❡ s❡♥s ♣❤②s✐q✉❡✳ ◆♦✉s t❡r♠✐♥♦♥s ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ✓ r❡✲
♥♦r♠❛❧✐s❡r ✔ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① s✉r ❞❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❞❡ s♣❤èr❡s✱ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡✱ ♠❛✐s
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥✳
✽✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡s ❡t ❡①t❡r♥❡s
✾✳ ❙✐ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ~v∞ = γ˙y~ex ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♠♣♦sé✱ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡st ~ey✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✶
❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡
✈és✐❝✉❧❡s
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡ ♣❛r ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s❛♥❣
❡t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝✐s❛✐❧❧é❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ♦✉ ♥♦♥ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ q✉✐
❛ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ♠❡s✉r❡r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
✶✳✶ ▲✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s❛♥❣
◆♦✉s ❞é❜✉t♦♥s ♣❛r ✉♥ ❜r❡❢ ❡①♣♦sé ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s❛♥❣ ❡t ❞✉ ❧✐❡♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
❛✈❡❝ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ❈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞ét❛✐❧❧é❡s
❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✽❪✳
✶✳✶✳✶ ❈♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ s❛♥❣
▲❡ s❛♥❣ ❡st ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❜✐♦❧♦❣✐q✉❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ✉♥ ♦r❣❛♥✐s♠❡
✈✐✈❛♥t✳ ■❧ ❡st ♣rés❡♥t ❝❤❡③ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❡s♣è❝❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ♥ôtr❡✳ ❯♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ s❛♥❣
❤✉♠❛✐♥ ♦❜s❡r✈é ❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❞❡
❝❡❧❧✉❧❡s✱ ♦❝❝✉♣❛♥t ❡♥✈✐r♦♥ ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❡♥ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s
r♦✉❣❡s ✭❡♥✈✐r♦♥ 99%✮✱ ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❝r♦♥s✳ ■❧s s♦♥t r❡♠♣❧✐s ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥ ❞✬❤é♠♦❣❧♦❜✐♥❡✱ ♣r♦té✐♥❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ✜①❡r ❞✉ ❞✐♦①②❣è♥❡✳ ❈❡❝✐ ❧❡✉r ♣❡r♠❡t ❞✬❛ss✉r❡r
❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❧❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❞✐♦①②❣è♥❡ ❞❡s ♣♦✉♠♦♥s ❥✉sq✉✬❛✉①
t✐ss✉s q✉✐ ❡♥ ♦♥t ❜❡s♦✐♥✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❣❧♦❜✉❧❡s ❜❧❛♥❝s ❡t ❧❡s
♣❧❛q✉❡tt❡s✳ ▲❡s ❣❧♦❜✉❧❡s ❜❧❛♥❝s ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t ❛✉ s②stè♠❡ ✐♠♠✉♥✐t❛✐r❡✱ ❝❤❛r❣é ❞✬é❧✐♠✐♥❡r ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❢❛✐s❛♥t ♣❛rt✐❡ ❞✉ ✓ ♥♦♥✲s♦✐ ✔✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈✐r✉s ♦✉ ❞❡s ❜❛❝tér✐❡s ✐❞❡♥t✐✜és ❝♦♠♠❡
♥♦❝✐❢s✳ ▲❡s ♣❧❛q✉❡tt❡s ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à ❧❛ ❝♦❛❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛rrêt❡r ✉♥❡ ❤é♠♦rr❛❣✐❡✳
❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱ ♣r✐s❡ ❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ à ❜❛❧❛②❛❣❡✱ ❡st ♣rés❡♥té❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳
❈❡s ❝❡❧❧✉❧❡s s♦♥t ♣❧♦♥❣é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛s♠❛ s❛♥❣✉✐♥✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠♦✲
❧é❝✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❧❜✉♠✐♥❡✱ ❧❡ ✜❜r✐♥♦❣è♥❡ ❡t ❧❡s ✐♠♠✉♥♦❣❧♦❜✉❧✐♥❡s✳ ▲✬❛❧❜✉♠✐♥❡ ♣❛rt✐❝✐♣❡
à ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♦s♠♦t✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❡t ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱
❞♦♥t ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st s❡♠✐✲♣❡r♠é❛❜❧❡ à ❧✬❡❛✉✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡
❝♦♥st❛♥t ✶✳ ❊♥ ❝❛s ❞✬❤é♠♦rr❛❣✐❡✱ ❧❡ ✜❜r✐♥♦❣è♥❡ ♣♦❧②♠ér✐s❡ ❡♥ ✜❜r✐♥❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛✐❞❡r ❛✉
✶✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬♦s♠♦s❡✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s sé♣❛ré❡s ♣❛r ✉♥❡
✺
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❙❯❙P❊◆❙■❖◆ ❉❊ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✻
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ●❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ♦❜s❡r✈és ❛✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ ❜❛rr❡ ❡♥ ❜❛s à
❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à 5➭♠ ❬✾❪✳
❝♦❧♠❛t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡♥❞♦♠♠❛❣é❡ ❞✉ ✈❛✐ss❡❛✉ s❛♥❣✉✐♥✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♠♠✉♥♦✲
❣❧♦❜✉❧✐♥❡s ❡st ❧❡s ❛♥t✐❝♦r♣s✱ q✉✐ ♣❛rt✐❝✐♣❡♥t à ❧❛ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts étr❛♥❣❡rs ❞❛♥s
❧✬♦r❣❛♥✐s♠❡✳
✶✳✶✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❝✐r❝✉❧❛t♦✐r❡
▼✐s❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡ ♠✉s❝❧❡ ❝❛r❞✐❛q✉❡✱ ✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ s❛♥❣✉✐♥❡ ❝✐r❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧✬♦r❣❛✲
♥✐s♠❡ à tr❛✈❡rs ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❛♣♣❡❧és ❧❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s✳ ❊❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
❞❡✉① ❜♦✉❝❧❡s ❞❡♣✉✐s ❧❡ ❝÷✉r ✿ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐r❡✱ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡s ♣♦✉♠♦♥s✱ ❡t
❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s②sté♠✐q✉❡✱ q✉✐ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♦r❣❛♥❡s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉①
rés❡❛✉① ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s ❞✐❛✲
♠ètr❡s ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① ❞✐♠✐♥✉❡♥t✱ ♣✉✐s ❞✬✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❢✉s✐♦♥s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡s
❞✐❛♠ètr❡s ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① ❛✉❣♠❡♥t❡♥t✳ ▲❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞❡ ❣❛③ ❡t ❞❡ ♥✉tr✐♠❡♥ts ♦♥t ❧✐❡✉ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① ❧❡s ♣❧✉s ✜♥s✱ ❛♣♣❡❧és ❧❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s s❛♥❣✉✐♥s✱ ❞♦♥t ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❡st ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞✐① ♠✐❝r♦♥s✳ ▲❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s✐t✉és ❡♥ ❛♠♦♥t s♦♥t ❛♣♣❡❧és✱ ♣❛r t❛✐❧❧❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱
❧❡s ❛rtér✐♦❧❡s ❡t ❧❡s ❛rtèr❡s✳ ❈❡✉① s✐t✉és ❡♥ ❛✈❛❧✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❛r t❛✐❧❧❡ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ s♦♥t ❛♣♣❡❧és
❧❡s ✈❡✐♥✉❧❡s ❡t ❧❡s ✈❡✐♥❡s✳ ▲❡s ❛rtèr❡s ❡t ❧❡s ✈❡✐♥❡s ♦♥t ✉♥ r❛②♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ❝❡♥t✐♠ètr❡✳
❯♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ✐ss✉ ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬✶✶❪✱ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❝✐r❝✉❧❛t♦✐r❡ ❬✶✶❪
▲❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ❝❡ rés❡❛✉ s♦♥t ❡①♣♦sés à ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0s−1 s✉r ❧✬❛①❡ ❞❡s ✈❛✐ss❡❛✉① à ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉♣ér✐❡✉r❡s à 103s−1
♠❡♠❜r❛♥❡ ❤é♠✐♣❡r♠é❛❜❧❡ ✭s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❡r♠é❛❜❧❡ ❛✉ s♦❧✈❛♥t✮✱ à ✉♥ ✢✉① ❞❡ s♦❧✈❛♥t ✈❡rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s
❝♦♥❝❡♥tré❡ ❬✶✵❪✳
✼❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ♣❛r♦✐s ❛rtér✐♦❧❛✐r❡s ❬✽❪✳ ❊♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s✉r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞é❝❛❞❡s✱
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été r❡♠❛rq✉❛❜❧❡ ❞✉ s❛♥❣✱ q✉✐ ❡st s❛
r❤é♦✢✉✐❞✐❝❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ s❛ ✈✐s❝♦s✐té ❛✈❡❝ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
✐♠♣♦sé✳
✶✳✶✳✸ ❘❤é♦✢✉✐❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❞é♣❧ét✐♦♥
❯♥ r❤é♦❣r❛♠♠❡ ❞✬✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡ s❛♥❣ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✭◆P✮
❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✷❪✳ ❈❡t é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t ❞❡ ❧✬❤é♣❛r✐♥❡✱ ♠♦❧é❝✉❧❡
❛♥t✐❝♦❛❣✉❧❛♥t❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à é✈✐t❡r ❧❛ ❝♦❛❣✉❧❛t✐♦♥✳ ▲✬❛①❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té
r❡❧❛t✐✈❡✱ q✉✐ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡ ❧✬é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❡t ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧❛s♠❛✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❘❤é♦❣r❛♠♠❡s ✭◆P✮ ✿ s❛♥❣ ❤é♣❛r✐♥é✱ ✭◆❆✮ ✿ s❛♥❣ ♦ù ❧❡ ♣❧❛s♠❛ ❡st r❡♠♣❧❛❝é
♣❛r ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬❛❧❜✉♠✐♥❡✱ ✭❍❆✮ ✿ s❛♥❣ ❞❛♥s s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬❛❧❜✉♠✐♥❡✱ ❛✈❡❝ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s
r✐❣✐❞✐✜és ❬✶✷❪
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❝❤✉t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❞❡✉① ❞é❝❛❞❡s q✉❛♥❞ ❧❡ t❛✉① ❞❡
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t γ˙ ♣❛ss❡ ❞❡ 10−2 à 103s−1✳ ❙✉r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ s♦♥t ❛✉ss✐ ♣rés❡♥tés ❞❡✉① ❛✉tr❡s
r❤é♦❣r❛♠♠❡s ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞♦♥t ♦♥ ❛ r❡♠♣❧❛❝é ❧❡
♣❧❛s♠❛ ♣❛r ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✬❛❧❜✉♠✐♥❡✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♦s♠♦t✐q✉❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥
à é✈✐t❡r ✉♥ é❝❧❛t❡♠❡♥t ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s✳ ❈❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧✬❛❣ré❣❛t✐♦♥
❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s à ❢❛✐❜❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✸❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❆❣ré❣❛ts ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❬✶✸❪
P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ r❤é♦❣r❛♠♠❡✱ ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❞✉ ❣❧✉t❛r❛❧❞❡❤②❞❡
❛ été ❛❥♦✉té✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à r✐❣✐❞✐✜❡r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
s♦♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s♦✉♣❧❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❢♦r♠és ♣❛r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡①❡r❝é❡s ♣❛r
✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ à ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❤②s✐♦❧♦❣✐q✉❡s✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✺ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❙❯❙P❊◆❙■❖◆ ❉❊ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✽
♣rés❡♥té❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣r✐s❡ ♣❛r ✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ 1♠♠✳s−1 ❞❛♥s
✉♥ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❞❡ r❛②♦♥ 5➭♠✳ ▲❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❛r✐ét❛❧ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 103s−1 ✷✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ Pr♦✜❧ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡ s❡ ❞é♣❧❛ç❛♥t à 1❝♠✳s−1 ❞❛♥s ✉♥ ♠✐❝r♦❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❡♥
✈❡rr❡✱ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ 10➭♠ ❬✶✹❪
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ r❤é♦✢✉✐❞✐✜❛♥t✳ ❈❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ❝❤✉t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❛✈❡❝ γ˙ ❡st ❧✐é❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s
❡♥ ♣❛rt✐❡✱ à ❧❛ ❝❛ss✉r❡ ❞❡s ❛❣ré❣❛ts✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✳
❯♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡①❡♠♣❧❡ ♠♦♥tr❛♥t ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s❛♥❣ ❡st ❧❛
♥♦♥ ✉♥✐❢♦r♠✐té ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ❞❛♥s ❧❡s ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ♣❧❛s♠❛ ❞é♣♦✉r✲
✈✉❡ ❞❡ ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ❞✐t❡ ✓ ❝♦✉❝❤❡ ❞❡
❞é♣❧ét✐♦♥ ✔✱ ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ ❞ès ❧❡s ❛♥♥é❡s ✶✽✸✵✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✺❪✳ ❙♦♥ é♣❛✐s✲
s❡✉r ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 5➭♠ ✸ ❞❛♥s ✉♥ ✈❛✐ss❡❛✉ s❛♥❣✉✐♥ ❞✬✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 40➭♠ ❬✶✻❪✳
❙❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛♥t ❞❡ ❞❡✉① ❡✛❡ts✱ q✉✐
s♦♥t ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❛r♦✐✱ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✼❪✱ ❡t
❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❡♥tr❡ ❣❧♦❜✉❧❡s✱ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❥❡t ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡♥
❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡ ❬✻❪✳ ▲✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t s✬❡✛❡❝t✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✱ ❡t ❳ ✐♥❞✐q✉❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ s✐t✉é❡ ❡♥ ❛♠♦♥t✳ ❯♥❡ s❡❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r♦✐s ❡st ✈✐s✐❜❧❡ ❡♥ ❤❛✉t ❡t ❡♥
❜❛s✳
▲❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡
✭●❘✮ ❡t ❞✬❛❣ré❣❛t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ●❘✲♣❛r♦✐ ❡t ●❘✲●❘✱ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ❞❡s ❡✛❡ts à
✷✳ P♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ s✐♠♣❧❡ s✬é❝♦✉❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❞❡ r❛②♦♥ R✱ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❧❛♠✐♥❛✐r❡✱ ❧❡ t❛✉①
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❛r✐ét❛❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ γ˙p =
4Um
R
✱ ♦ù Um ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
♦❜t❡♥✉ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣ré❝é❞❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t q✉❡ Um ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❣❧♦❜✉❧❡✳
✸✳ ❖♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡ ✐❝✐ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥ ❞✐❛♠ètr❡
✾❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡✱ ♦✉ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ❝♦♠♣♦s❛♥t ✉♥ ❛❣ré❣❛t✳ ❊❧❧❡s
s♦♥t ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡✱ ♣♦✉r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡✱ à ❡♥ ✐s♦❧❡r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♥st✐t✉❛♥ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ❧❡s ét✉❞✐❡r sé♣❛ré♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❡♥s✉✐t❡
r❡✈❡♥✐r ❛✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❈❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞é♠❛r❝❤❡✱ ♣♦✉r ❡s♣ér❡r ♠✐❡✉①
❝♦♠♣r❡♥❞r❡✱ à ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❧♦♥❣ t❡r♠❡✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉ s❛♥❣✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✈❛s✲
❝✉❧❛✐r❡ ❡①✐st❡♥t✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❯♥❡
ét✉❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ✐♥ ✈✐tr♦ ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr ♣❛r ❧❛ s❡✉❧❡ ✈♦✐❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛❧❛❞✐❡s✱ ❡t ♥♦✉s ❡♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r♦♥s ❞❡✉① ❛✉tr❡s✳
✶✳✶✳✹ ❉②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ✈❛s❝✉❧❛✐r❡
▲❡ s②stè♠❡ ❝✐r❝✉❧❛t♦✐r❡ q✉✐✱ ❝❤❡③ ✉♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ❡♥ ❜♦♥♥❡ s❛♥té✱ ❡st ❜✐❡♥ ré❣❧é✱ ♣❡✉t
♣rés❡♥t❡r ❞❡s ❞②s❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ❯♥❡ ❛rtèr❡ ♣❡✉t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ ❜♦✉❝❤é❡✱ ❡♠♣ê❝❤❛♥t
❧✬✐rr✐❣❛t✐♦♥ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s ❡♥ ❛✈❛❧✳ ▲❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❡ ❝❡s ♦r❣❛♥❡s ♥✬ét❛♥t ❛❧♦rs ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❧✉s
♦①②❣é♥é❡s✱ ❝❡ ❜❧♦❝❛❣❡ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r ❧❛ ♠♦rt ❝❡❧❧✉❧❛✐r❡ ❞❡s ♦r❣❛♥❡s ❝♦♥❝❡r♥és✳ ❈❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts
s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❛❝❝✐❞❡♥ts ✈❛s❝✉❧❛✐r❡s ❝éré❜r❛✉① ✭❆❱❈✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝❡r✈❡❛✉✱ ✐♥❢❛r❝t✉s ❝❛r✲
❞✐❛q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝÷✉r✱ ❡t ❡♠❜♦❧✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣♦✉♠♦♥✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r
❝❡s ❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s tr❛✐t❡♠❡♥ts✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥✲
t❛✐r❡s s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❡♥ ❝✐t❡r tr♦✐s✱ ❧❛ ❧✐st❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ❡①❤❛✉st✐✈❡✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❞❡s ét✉❞❡s st❛t✐st✐q✉❡s ❛✜♥ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❝♦rré❧❛t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ♠❛❧❛❞✐❡s ❡t ❧❡ ♠♦❞❡ ❞❡ ✈✐❡✱ ❞❡s ❝r✐tèr❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❧✬❛❧✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❝t✐✈✐té s♣♦rt✐✈❡ ♦✉ ❧❡ t❛❜❛❣✐s♠❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬ét✉❞❡ ❡st ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✽❪✳ ❯♥❡ s❡❝♦♥❞❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✐♥ ✈✐✈♦ s✉r ❞❡s
❛♥✐♠❛✉①✱ ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡✉r ré❣✐♠❡ ❛❧✐♠❡♥t❛✐r❡✳ ❉❡s ❞✐ss❡❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❡♥✲
s✉✐t❡ êtr❡ ❢❛✐t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛❝❝ès à ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s s✉r ❧✬ét❛t ❞❡ ❧❛
♣❛r♦✐ ❞❡ ❧❡✉rs ✈❛✐ss❡❛✉① s❛♥❣✉✐♥s ✭✉♥❡ ét✉❞❡ s✉r ❞❡s ❛rtèr❡s ❞❡ ♣♦r❝ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣ré✲
s❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✾❪✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥✜♥ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ét✉❞❡s s✉r ❞❡s s②stè♠❡s ♠♦❞è❧❡s
♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✱ ✐♥ ✈✐tr♦✱ ♦ù s❡✉❧s q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥t été ❝♦♥s❡r✈és✳ ▲❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡r✈✐r à t❡st❡r ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞è❧❡s✱
q✉✐ ♣♦✉rr♦♥t ❡♥s✉✐t❡ êtr❡ ❞ét❛✐❧❧és ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❈♦♠♠❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s✬✐♥s❝r✐t ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr♦✐s✐è♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡
tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❛✉ ▲■P❍❨ ✹✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ❧❡s tr♦✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s s✉❝❝❡ss✐✈❡s q✉✐ ♥♦✉s ♦♥t
❝♦♥❞✉✐t à ét✉❞✐❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❛ été ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ♣❛r ❞❡s
✈és✐❝✉❧❡s✱ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞❡ ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♥❡
t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s✱ ❡t ❡♥✜♥ ❞❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
✐♠♣♦sé ❡st ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳
✹✳ ▲❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❛ ❝❤❛♥❣é ❞❡ ♥♦♠ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ■❧ s✬❛♣♣❡❧❛✐t ❛✈❛♥t ❧❡ ▲❙P✱ ♣♦✉r ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡
❞❡ ❙♣❡❝tr♦♠étr✐❡ P❤②s✐q✉❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❙❯❙P❊◆❙■❖◆ ❉❊ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✶✵
✶✳✷ ❯♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ✿ ✉♥ s②s✲
tè♠❡ ♠♦❞è❧❡
✶✳✷✳✶ ▲❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✿ ✉♥ s②stè♠❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡
❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡
▲❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s ❤✉♠❛✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡s ❛✉tr❡s ♠❛♠♠✐❢èr❡s✱ s♦♥t ❞❡s ❝❡❧❧✉❧❡s
s❛♥❣✉✐♥❡s q✉✐ ♦♥t ♣❡r❞✉ ❧❡✉r ♥♦②❛✉ ❬✽❪ ✺✳ ❈❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ♥❡ s❡ ❞✐✈✐s❡♥t ♣❧✉s ❡t ♦♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡
❞❡ ✈✐❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶✷✵ ❥♦✉rs✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞✬✐♠❛❣❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✱ ✐❧ ❛ été
❞ét❡r♠✐♥é q✉❡ ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✱ ❧♦rsq✉✬❡❧❧❡s s♦♥t s❡✉❧❡s✱ ❞❛♥s ❞✉ ♣❧❛s♠❛ ✐♠♠♦❜✐❧❡✱
❡st ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❜✐❝♦♥❝❛✈❡✱ ❞✬✉♥ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❤✉✐t ♠✐❝r♦♥s✱ ❡t ❞✬✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ❡♥tr❡
❧❡s ❞❡✉① ❝♦♥❝❛✈✐tés ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❞❡✉① ♠✐❝r♦♥s ✻✳
▲❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✉ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ ❧✐♣✐❞✐q✉❡
tr❛✈❡rsé❡ ♣❛r ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s✳ ❊❧❧❡ ❡st r❡❝♦✉✈❡rt❡ ❞❡ ❣❧②❝♦♣r♦té✐♥❡s r❡s✲
♣♦♥s❛❜❧❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❣r♦✉♣❡s s❛♥❣✉✐♥s✳ ❙✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡st ✜①é ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
♣r♦té✐♥❡s✱ ❛♣♣❡❧é ❧❡ sq✉❡❧❡tt❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❬✶✹❪ ✼✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❡st ♣ré✲
s❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✼✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡ ❬✷✵❪
❯♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❡♥ t❛♥t q✉❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ ❧✐♣✐❞✐q✉❡ ❢❡r♠é❡✱ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥ts ♣r✐♥✲
❝✐♣❛✉① ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡✱ t♦✉t ❡♥ ét❛♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❡❧❧❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡
♣❛s ❞❡ sq✉❡❧❡tt❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré✱ ❞♦♥t
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❛ str✉❝t✉r❡✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
❈❡rt❛✐♥❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s t❡♥s✐♦❛❝t✐✈❡s ❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡❛✉ ♦♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ s✬❛ss❡♠❜❧❡r
❡♥ ❜✐❝♦✉❝❤❡s✱ ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❤②❞r♦♣❤♦❜❡s ét❛♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜✐❝♦✉❝❤❡ ✽✳ ❯♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
❡st ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡ ❝❡s ❜✐❝♦✉❝❤❡s✱ q✉✐ s❡ s♦♥t ❢❡r♠é❡s s✉r ❡❧❧❡s ♠ê♠❡s✳
▲❡✉r t❛✐❧❧❡ ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♥❛♥♦♠ètr❡s à ❧❛ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❝r♦♥s✳
✺✳ ❈❤❡③ ❧❡s ❛♠♣❤✐❜✐❡♥s✱ ❛✉tr❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ✈❡rté❜rés✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦②❛✉✳
✻✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉✬❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ♣❡✉✈❡♥t
♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✬♦✉rs✐♥✱ ❞✐t❡s ❡❝❤✐♥♦❝②t❡s✱ ♦✉ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❜♦❧✱ ❞✐t❡s st♦♠❛t♦❝②t❡s✳ ❈❡s tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾❪✳
✼✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦té✐♥❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡
❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❬✽❪✳
✽✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❞♦✐✈❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❛♠♣❤✐♣❤✐❧❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❢♦r♠❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❜✐❝♦✉❝❤❡s
s♦♥t ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✷✶❪✳
✶✶
❊♥tr❡ ❞✐① ❡t ❝❡♥t ♠✐❝r♦♥s✱ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞✐t❡s ✓ ❣é❛♥t❡s ✔✳ ▲❡✉r ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛ ✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❝✐♥q ♥❛♥♦♠ètr❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t✲êtr❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡ ♦✉ ❡♥ ♣❤❛s❡ ❣❡❧✱ ❡♥
❢♦♥❝t✐♦♥ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❊♥ ♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✱ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st s✉✣✲
s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❝♦✉❝❤❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ ✈♦✐s✐♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✾✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❜r✐q✉é❡s ❡♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✐t❡ ❞✬é❧❡❝tr♦❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✷✷❪✳
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❣é❛♥t❡s✱ ✉♥✐❧❛♠❡❧❧❛✐r❡s✱ ❡♥
♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❢♦r♠❛♥t ❞❡s ❜✐❝♦✉❝❤❡s ❡st ❧❡s ♣❤♦s♣❤♦❧✐♣✐❞❡s✱
❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥❡ ✓ têt❡ ✔ ❤②❞r♦♣❤✐❧❡✱ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ s♦♥t ✜①é❡s ❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❝❛r❜♦♥é❡s ❤②✲
❞r♦♣❤♦❜❡s✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❣é❛♥t❡ ♣❤♦s♣❤♦❧✐♣✐❞✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥té
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❣é❛♥t❡ ♣❤♦s♣❤♦❧✐♣✐❞✐q✉❡
◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉✬✉♥ ❛✉tr❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡ ❡st ❧❛ ❝❛♣s✉❧❡✱ ❛✉ss✐
❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❢❡r♠é❡✱ ♠❛✐s ♥♦♥ ✢✉✐❞❡✱ ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦❧②♠èr❡s✳
❈❡tt❡ str✉❝t✉r❡✱ ♣❧✉s ✓ s♦❧✐❞❡ ✔✱ s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ sq✉❡❧❡tt❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱ ♦ù
❞❡✉① ♣r♦té✐♥❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❞✉ rés❡❛✉ à ✉♥ ✐♥st❛♥t ❧❡ r❡st❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✶✳✸✳✷✳✶ q✉❡ ♠❛❧❣ré ❧❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❧✐é❡ à ❧✬❛❜✲
s❡♥❝❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ sq✉❡❧❡tt❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱ ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❡t ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s
r♦✉❣❡s ♦♥t ❞❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s✳
✶✳✷✳✷ ❙✉s♣❡♥s✐♦♥ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡
❆✈❡❝ ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 50% ❡♥ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱ ✉♥ é❝❤❛♥✲
t✐❧❧♦♥ ❞❡ s❛♥❣ ❡st ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝♦♥❝❡♥tré❡✳ ❖✉tr❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s
♣❛r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛ été ❞✐❧✉é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❞✐♠✐✲
♥✉❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐❝♦r♣s✳ P♦✉r ❞❡s ❞✐❧✉t✐♦♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s
❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1%✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡
q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s♦✐❡♥t ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t❡s ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡
❣❧♦❜✉❧❡s ❬✷✸❪ ✶✵✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝❛s ✉♥ ♣❡✉ ♠♦✐♥s ❞✐❧✉é✱ ♦ù ❧❡s ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s
s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ✈és✐❝✉❧❡s r❡st❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ s❡✉❧ ❧❡ ❞é✲
t❛✐❧ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s s♦✐t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ P♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡✱ ♥♦✉s
♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ été ♠❡♥é❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞❡s s♣❤èr❡s ❞✉r❡s✱ ❞❛♥s ❧✬
✾✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❧é❝✐t❤✐♥❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❝♦✉❝❤❡✱ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1➭✳s−1 ❬✷✶❪✳
✶✵✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s ❛✉ ♣♦✉r❝❡♥t ♣rès✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❙❯❙P❊◆❙■❖◆ ❉❊ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✶✷
❛rt✐❝❧❡ ❬✷✹❪✳ ▲❛ ✈✐s❝♦s✐té η ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛ ❛❧♦rs été tr♦✉✈é❡ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦✲
❧✉♠✐q✉❡ ❞❡ s♣❤èr❡s✱ ♥♦té❡ φ✱ s✉✐✈❛♥t η(φ) = ηext(1+2, 5φ+6, 2φ2)✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t
à ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ♣ré❝✐s❡s à ❧✬♦r❞r❡ ❞✉ ♣♦✉r❝❡♥t ♣rès✱ ❥✉sq✉✬à ❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥s
✈♦❧✉♠✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10%✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✷✸❪✳ ✶✶ ❇✐❡♥ q✉❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s
s♦✐❡♥t ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ❝❡t ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ♣♦✉rr❛✐t r❡st❡r ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✳
✶✳✷✳✸ ❈✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
❯♥ ❧✐q✉✐❞❡ s✐♠♣❧❡ s✬é❝♦✉❧❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡ ❡st ❝✐s❛✐❧❧é✱ ❝❛r s❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st
♠❛①✐♠❛❧❡ s✉r ❧✬❛①❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❡t ♥✉❧❧❡ ❛✉① ♣❛r♦✐s✳ ▲❡ ♣r♦✜❧ r❛❞✐❛❧ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡st ❛❧♦rs
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❞✉ s❛♥❣ s✬é❝♦✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ✈❛✐ss❡❛✉ s❛♥❣✉✐♥✱ ✐❧ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ❝✐s❛✐❧❧é✱ ❡t
❧✬♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ✉♥ ♣r♦✜❧ ❡♥❝♦r❡ ♠♦✐♥s ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t α s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ αR≪ γ˙✱
♦ùR ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡✱ ❡t γ˙ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t à s♦♥ ♥✐✈❡❛✉✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡ ✐s♦❧é s♦✐t ❜✐❡♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r
s♦♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t✱ ❞♦♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ✶✷✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣❧♦❜✉❧❡s✱ ✉♥ ❝r✐tèr❡
s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st αr ≪ γ˙✱ ♦ù r ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❣❧♦❜✉❧❡s✳
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❝❡ t②♣❡ ❞✬é❝♦✉✲
❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t ❞é❥à
❝♦♥❝❡r♥és ❝❡ s✉❥❡t✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts✳
✶✳✸ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
✶✳✸✳✶ ❈♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
✶✳✸✳✶✳✶ ❋♦r♠❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♣♦✉✈❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡
✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡ ❛✉ r❡♣♦s✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✱ ❞♦♥t ❡st ♦❜s❡r✈é❡ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✾ ♦♥t
été ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ ❉❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡ ✿
T = 30, 7➦❈✱ T = 32, 6➦❈✱ T = 40➦❈ ❡t T = 44, 3➦❈ ❬✷✻❪
✶✶✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✹✱✷✺❪✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛✲
♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡♥ ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❛rré✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐❝♦r♣s ❞♦✐✈❡♥t ❛✉ss✐ ❛❧♦rs
❛✉ss✐ êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡✉r ❞ét❛✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❆✉ ❞❡r♥✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés
t❤é♦r✐q✉❡s ❧✐é❡s à ❝❡tt❡ ❧❡♥t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ♣ré❝✐sé❡s✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳
✶✷✳ ❈❡❝✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡ ❣❧♦❜✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
✶✸
✶✳✸✳✶✳✷ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s
▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ✢✉❝t✉❛♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st
❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❞♦♥t ❡st ♠♦♥tré ✉♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✱ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❬✷✼❪✳ ❈❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥t❡r♣rété❡s ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t
♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛②❛♥t ✉♥❡ rés✐st❛♥❝❡ à ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✳ ❯♥❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ à ♣❛rt✐r ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣❡s ❡st ❛✉ss✐ ♣rés❡♥té❡✱ ♠♦♥tr❛♥t ❧✬❛s♣❡❝t ✐rré❣✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ✶✸
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ✭❛✮ ✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ✭❜✮ ✿ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ à ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✮
▲♦rs q✉✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡st ✐♠♣♦sé à ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ s❡ t❡♥❞ s♦✉s
❧✬❡✛❡t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①❡r❝é❡s ♣❛r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✐♠✐♥✉❡
❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡
r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐s❝♦s✐tés ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡s ❡t ❡①t❡r♥❡s✱ ♦✉ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
✐♠♣♦sé✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦♥t été ♦❜s❡r✈é❡s✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❛✐❧❧❡r✳
✶✳✸✳✷ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
✶✳✸✳✷✳✶ ❉✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s
P❧✉s✐❡✉rs ét✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s s✉r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s
✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ tr♦✐s ❡①❡♠♣❧❡s ét❛♥t ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✽✕✸✵❪✳ ❊♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ✈✐s❝♦s✐tés ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡✱ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
✐♠♣♦sé✱ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❡✉r ❢♦r♠❡✱ tr♦✐s t②♣❡s
❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♦♥t été ♦❜s❡r✈és✳
❈❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ q✉❡ ❢❛✐t ❧❡
❣r❛♥❞ ❛①❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❈❡t ❛①❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❝❡✲
❧✉✐ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❛✐r❡✱ t❡❧ q✉❡ s❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❞✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡ s♦✐❡♥t ❧❡s ♣❧✉s é❧♦✐❣♥és ♣♦ss✐❜❧❡s ✶✹✳ P♦✉r ❧❡s tr♦✐s ❞②♥❛♠✐q✉❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r✱ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❡st ♣❧❛❝é ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♥❣❧❡ q✉❡ ❢❛✐t ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡
❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❛♥❣❧❡
❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❡st ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−90o; 90o]✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
45o✳ ▲❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❡♥✈✐r♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ s❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
✶✸✳ P♦✉r q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♦❜t❡♥✉❡ s♦✐t r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛②❛♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❡①✐sté ✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s
q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞♦✐t êtr❡ ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✉ré❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❛✉① é❝❤❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳
✶✹✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ♣❧✐ssé❡ ♣♦✉r q✉❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s♦✐❡♥t ❞é✜♥✐s
❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❙❯❙P❊◆❙■❖◆ ❉❊ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✶✹
❞❡ r♦t❛t✐♦♥✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ s✐♠✐❧✐t✉❞❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ♣❛r ❧❡
♣❧❛♥ (yGz) ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✱ ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ été ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r ✔✭q✉✐ s❡r❛ ❛❜ré❣é ♣❛r ✓ ❈❈ ✔✮ ❬✸✶❪ ✶✺✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✱ ♦ù ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❡✉t êtr❡ s✉✐✈✐❡ ❣râ❝❡ à ✉♥❡
❜✐❧❧❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥t❡ ❛❝❝r♦❝❤é❡ à ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❛s s❛♥s é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❢♦r♠❡
♣rés❡♥t❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ q✉✐ ❞é❝r♦✐ss❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡
✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✷❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❈ ❬✸✷❪ ✭❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
❛✉① ✐♥st❛♥ts ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s✮
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❛ ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ s❡♥s ❝♦♥st❛♥t✱
à ✈✐t❡ss❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s
q✉❡ ~r♦t ~v∞✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❈✱
❡♥ ❞✐♠✐♥✉❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡✱ t♦✉t ❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥st❛♥ts✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s r✐❣✐❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ❞é❝r✐t
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✸❪✱ ❡t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t à ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡✳ ❈❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡st ❛♣♣❡❧é ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ✶✻✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❬✷✾❪
❉❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❈❈✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ r❡st❡
✐♥❢ér✐❡✉r ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ à 45o✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥❡ t❡♥❞ ♣❛s ✈❡rs ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❈❈✱ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧❡✈é✱ ❡♥ ❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡
♥❡ ♣❛ss❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ été ❛♣♣❡❧é❡ ✓ tr❡♠❜❧✐♥❣ ✔ ❡♥
❛♥❣❧❛✐s✱ q✉❡ ♥♦✉s tr❛❞✉✐s♦♥s ♣❛r ✓ tr❡♠❜❧❡♠❡♥t ✔✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✶✳✶✸ ✶✼✳
❯♥❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛❞♦♣té ♣❛r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡ s❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪✳ ◆♦✉s
❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ❝❡s rés✉❧t❛ts à ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♦ù s❡r❛ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞é❝r✐t ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
✶✺✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ② ✈♦✐r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❜✐❝②❝❧❡tt❡✳
✶✻✳ ❊♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ t✉♠❜❧✐♥❣ ✔✳
✶✼✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ✐❝✐ ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❞❡s ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s ❛②❛♥t été ❛❥♦✉té
à ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡t ❛❥♦✉t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬é❝❧❛✐r❡♠❡♥t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♥❛♣♣❡ ❧❛s❡r✱ ❛✐t ✉♥❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❈❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té s❡r❛ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❞ét❛✐❧❧é❡ ❛✉ à
❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳✷ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳
✶✺
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ tr❡♠❜❧❡♠❡♥t ❬✷✾❪
✶✳✸✳✷✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❣❧♦❜✉❧❡ r♦✉❣❡
▲❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ t②♣❡ ❈❈ ❡t ❜❛s❝✉❧❡ ♦♥t ❛✉ss✐ été ♦❜s❡r✈é❡s ♣♦✉r ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱
❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✹✱ t✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✶✼❪✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ▼♦✉✈❡♠❡♥ts ❞❡ ❈❈ ❡t ❜❛s❝✉❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ✭❆ ❡t ❈✮ ❡t ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s
r♦✉❣❡s ✭❇ ❡t ❉✮
❆✐♥s✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ s♦✐t ❞é♣♦✉r✈✉❡ ❞❡ sq✉❡❧❡tt❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱
✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡♠❡♥t ✶✽✱ ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❈❈✱ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
♠♦②❡♥♥❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ r❡st❛♥t ♣♦s✐t✐❢✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✹❪✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ♥♦♥ ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱
♣❡✉t s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♣❛r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ à ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s
s♦♥ ♣❧❛♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❈❈✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st ♣ér✐♦❞✐q✉❡✲
♠❡♥t ❝✐s❛✐❧❧é ❞❛♥s s♦♥ ♣❧❛♥✱ r❡✈❡♥❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❞❡♠✐✲♣ér✐♦❞❡s ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
❞❛♥s ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à s❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✶✾✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ✐♥❞✐✲
q✉é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝
êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡✳
▲✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛❧❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❛❜s❡♥t ❝❤❡③ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♥❡ s♦♥t q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱
❞♦♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❣❛r❞❡ ❞❡s s♣é❝✐✜❝✐tés ♣r♦♣r❡s✳
✶✳✸✳✸ ▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡
❯♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❈❈✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛r♦✐✱ ❡st r❡♣♦✉ssé❡✱ ❝❡tt❡
ré♣✉❧s✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ s✐t✉é❡
❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡♥❣❡♥❞r❛♥t ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛ t❡♥❞❛♥❝❡
à ❧❛ ❝❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✺❪✳ ❊❧❧❡ ❡①✐st❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❛✉① ♣❛r♦✐s ✜①❡s✳
✶✽✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✓ s✇✐♥❣✐♥❣ ✔❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✳
✶✾✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❙❯❙P❊◆❙■❖◆ ❉❊ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✶✻
❈❡ ❝❛s ❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✻❪✳ ❯♥❡ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ❝❡♥tr❛❣❡ ♦❜s❡r✈é
❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ✈❡rs ❧✬❛①❡ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡ ✭✐♠❛❣❡s ❥✉①✲
t❛♣♦sé❡s✮ ❬✸✻❪
❈❡tt❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣❛r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❡st ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
✐♥✢✉❡r s✉r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❞❡s ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡s✳ ❈✬❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ✉♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱
q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✶✳✹ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
▲✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❛ ❞é❥à été
ét✉❞✐é❡ ♣♦✉r ❞❡s ❣♦✉tt❡s ✭ ❬✸✼❪ ✿ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❬✸✽❪ ✿ t❤é♦r✐q✉❡✮✱ ❞❡s ❝❛♣s✉❧❡s ✭ ❬✸✾✕✹✶❪ ✿
t❤é♦r✐q✉❡s✮ ❡t ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ✭ ❬✹✷✱✹✸❪ ✿ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❬✹✹❪ ✿ t❤é♦r✐q✉❡✮✳ ➚ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱
✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡
été ré❛❧✐sé❡✳ ❈❡❝✐ ❛ été ♥♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢✳
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ❛✉ ▲■P❍❨ ♣❛r ❧❛ ❞♦❝t♦r❛♥t❡
❆♣❛r♥❛ ❙r✐✈❛st❛✈✳ ❈❡tt❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s
❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦✐❡♥t ❡♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✱ ❝❡ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳
◆♦tr❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❛ été ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡s ♠❡s✉r❡s à ❝❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❞❡ ♣rés❡♥t❡r
❧❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✱ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛②❛♥t été ❝♦♠♣❛ré❡s ❛✉① ♣ré❞✐❝t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s
ét❛♥t r❡♣r♦❞✉✐t❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♦ù ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳
▲✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ré❛❧✐sé❡ ❛ été ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞✐❧✉é❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❛ été ♠✐s❡ ❡♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡ ❞❡ s❡❝t✐♦♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ 100➭♠ ♣❛r 184➭♠✳
▲❛ ❢♦r❝❡ ♠♦tr✐❝❡ ❡st ❣é♥éré❡ ♣❛r ❣r❛✈✐té✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♦ù s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❧❡
❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡ ❛ été ♣❧❛❝é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❡s❛♥t❡✉r s♦✐t
s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ ❣r❛✈✐té ét❛♥t ❛tt❡♥❞✉s s✐♠✐❧❛✐r❡s
♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛ été ♦❜s❡r✈é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
à ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻✳ ❉❡ ♣❧✉s ❛♠♣❧❡s
❞ét❛✐❧s s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✻❪✳
➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♣❛r♦✐s✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s❡ ♣❧❛❝❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (xCy)✱
❧❡ ♣♦✐♥t ❈ ét❛♥t s✐t✉é s✉r ❧❛ ❢❛❝❡ ❞✉ ❜❛s✱ à ❧❛ ✈❡rt✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣♦♥❛❧❡s
❞✬✉♥❡ s❡❝t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❯♥ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ s✐t✉é ❡♥ ❛♠♦♥t✱ ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥❡ ❛rr✐✈é❡ ❧✐q✉✐❞❡ ♣❛r
❧❡s ❞❡✉① ❢❛❝❡s ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~ey✱ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝❛❧❡r ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ✈❡rs ❧❛ ♣❛r♦✐ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✱ ❡♥
❡ss❛②❛♥t ❞❡ ❧❡s ♠❛✐♥t❡♥✐r ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (xCy)✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t
❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼✳
✶✼
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ ❉✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ✭é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✮
❊♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r ❧❡s ❞é❜✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❜r❛♥❝❤❡s tr❛♥s✈❡rs❡s✱ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ s❡❧♦♥ ② ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥trô❧é✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❡t ✐❧ ❡st
❛✐♥s✐ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✬❡❧❧❡s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♥t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s
s♦✐❡♥t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳ ▲❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ❡st ❡st✐♠é❡ t❡❧❧❡ q✉✬✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❞❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 5 ➭♠ s✉✐✈❛♥t ❧✬❛①❡
♦♣t✐q✉❡✳
▲❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♦♥t été ❢❛❜r✐q✉é❡s ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬é❧❡❝tr♦❢♦r♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s
✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts ❡t ❞❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜s❡r✈é s✉r ❧✬✐♠❛❣❡
✶✳✶✼✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ✐❧ ❛ été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡♥ sé❧❡❝✲
t✐♦♥♥❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡✱
✐ss✉ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❬✻❪✱ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡✳ ▲❡s r❛②♦♥s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10➭♠✱ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts ❞❡ 0, 89 ❡t ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té
❞❡ 1✳ ▲❡s ♥♦♠❜r❡s ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❞✉ré❡s é❝♦✉❧é❡s ❞❡♣✉✐s ✉♥ ✐♥st❛♥t
ré❢ér❡♥❝❡✱ ❡♥ s❡❝♦♥❞❡s ❬✻❪
❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❙❯❙P❊◆❙■❖◆ ❉❊ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✶✽
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡
❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✉rr❛✐t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ 50%✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐
♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧✉✐ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉❡r♦♥s ✉♥❡
❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
❆✉① s❡❝t✐♦♥s ✷✳✶ ❡t ✷✳✷✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s ♣♦✉r ❧❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡✱ ♣✉✐s ♣♦✉r ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳ ◆♦✉s
❞ét❛✐❧❧♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐q✉✐❞❡s ❡t ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥t♦♥s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❡t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ➚ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s
❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✉tr❡s q✉✬❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱
❡♥ ❝♦♥❝❧✉❛♥t q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t êtr❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
❝♦♥s✐❞érés✳ ◆♦✉s ♣♦✉rs✉✐✈♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❡♥ ♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❧✐é❡s à ❧❛ ♣r✐s❡ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉r
♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥✜♥ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻ ✉♥ rés✉♠é ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳
✷✳✶ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ~v(x1, x2, x3, t) ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♠❡s✉ré ❞❛♥s ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é à
✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ O ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ (~e1, ~e2, ~e3)✱ ❡t ✉♥❡ ❤♦r❧♦❣❡✳
▲❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥tr❛ ❡t ❡①tr❛✲✈és✐❝✉❧❛✐r❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t
♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
~∇ · ~v = 0, ✭✷✳✶✮
♦ù ~∇ · ~v =∑3i=1 ∂vi∂xi ✱ ❛✈❡❝ vi = ~v · ~ei✳
▲❡s ❧✐q✉✐❞❡s s♦♥t ❛✉ss✐ s✉♣♣♦sés ♥❡✇t♦♥✐❡♥s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❡♥s✐té✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ηext ❧❛
✈✐s❝♦s✐té ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❡t ηint ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡ ✶✳ ❉❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❧❡s
tr❛♥s❢❡rts ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❝♦♥❞✉✐s❡♥t ❛❧♦rs ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s
ρext(
∂~v
∂t
+ ~v · ~∇~v) = −~∇p+ ηext△ ~v, ✭✷✳✷✮
✶✳ ◆♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ❛✉① ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳
✶✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ❊◆ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ❉❆◆❙
❯◆ ➱❈❖❯▲❊▼❊◆❚ ✷✵
♦ù p ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ✱ (~v · ~∇~v)i =
∑3
j=1 vj
∂vi
∂xj
✱ ❡t (∆~v)i =
∑3
j=1
∂2vi
∂x2j
✷ ✳ ▲❛ ❢♦r❝❡
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρ~g ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❡s❛♥t❡✉r ~g ❛ été ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡ t❡r♠❡
♥✬❛ ✐❝✐ ♣❛s ❞✬❡✛❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❧✐q✉✐❞❡s ♦♥t ♠ê♠❡ ❞❡♥s✐té ✸✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ❧❡s tr❛♥s❢❡rts ❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t
♣❛r
ρint(
∂~v
∂t
+ ~v · ~∇~v) = −~∇p+ ηint△ ~v. ✭✷✳✸✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡ ❡st ✐♥✜♥✐✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
✐♠♣♦sé ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
~v∞ = γ˙y~ex. ✭✷✳✹✮
❈♦♠♠❡ ♠♦♥tré à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❆✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥❣❡♥❞ré ♣❛r ✉♥❡
✈és✐❝✉❧❡s ❞é❝r♦ît ❝♦♠♠❡ 1
r2
✱ ♦ù r ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳ ~v ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✹ ✿
lim
max (||−−−→G1M ||,||−−−→G2M ||)→∞
~v(M) = ~v∞(M), ✭✷✳✺✮
♦ù G1 ❡t G2 s♦♥t ❧❡s ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳
■❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ à ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s à ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❧✐q✉✐❞❡s✱
❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡s ❝♦♥s✐❞ér❡r à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ❛♠❡♥❡r à ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✳
✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s
✷✳✷✳✶ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐q✉✐❞❡s
✷✳✷✳✶✳✶ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ❧✐q✉✐❞❡s ♥❡ ❣❧✐ss❡♥t ♣❛s s✉r ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐❞é❡ q✉✬à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ✉♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♥é❝❡ss✐t❡r❛✐t
✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ♥♦♥ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ✺ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s
❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡s ♥❡ ❣❧✐ss❡♥t ♣❛s ❧✬✉♥❡ s✉r ❧✬❛✉tr❡✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
✷✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ❧❡s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✷✳✶✲✷✳✷✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣♦✉✈❛♥t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ êtr❡ tr♦✉✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✹✺❪✳
✸✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ♦❜s❡r✈é❡s ♣❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ à ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ t❡❝❤♥✐q✉❡
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♦♣t✐q✉❡s ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡ ❞✐✛ér❡♥ts✳ ▲❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥tr❛ ❡t ❡①tr❛✈és✐❝✉❧❛✐r❡s ét❛♥t
❞♦♥❝ ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ρint = ρext ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❛✐sé❡ à ré❛❧✐s❡r ✭♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t
❛✉ss✐ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✶✳✹✱ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞➫é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s sé❞✐♠❡♥t❡♥t ❛✉① t❡♠♣s ❧♦♥❣s✳ ❙✐ ❡❧❧❡s s♦♥t s❡✉❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♦ù s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ rés✉❧t❛♥t ❞✬✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❢♦r❝❡
❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ❧✐é❡ ❛✉① ♣❛r♦✐s ❡t ❧❛ ♣♦✉ssé❡ ❞✬❆r❝❤✐♠è❞❡✱ ❡st s✐t✉é❡ à ❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ q✉❛rt ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❜❛s
❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❣❧✐❣é ❝❡s ❡✛❡ts ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
♣❛r✐ét❛❧❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡♥tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t
t❤é♦r✐❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❡✛❡ts r❡st❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
✹✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡st ❝♦♥✜♥é ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉① ♣❛r♦✐s✳
✺✳ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❧✐q✉✐❞❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦❧②♠èr❡s ❢♦♥❞✉s✱
❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♥✬❡st ♣❛s ❜✐❡♥ ✈ér✐✜é❡✳ ❉❛♥s ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts très ❝♦♥✜♥és ♦ù ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❡st ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r♠♦❧é❝✉❧❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ r❡♠✐s❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs
❞é✜♥✐ ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t✱ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ❡t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❛r✐ét❛❧✳
❉❡s ❞ét❛✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✷✸❪✳
✷✶
✷✳✷✳✶✳✷ ■♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐té
▲❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s s♦♥t ✐♠♣❡r♠é❛❜❧❡s à ❞❡s ♠❛❝r♦♠♦❧é❝✉❧❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✉❝r♦s❡ ❡t ❧❡ ❣❧✉✲
❝♦s❡✱ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❞❡ ré❢r❛❝t✐♦♥ ❞❡s ♠✐❧❡✉① ✐♥tr❛ ❡t ❡①tr❛❝❡❧❧✉❧❛✐r❡s✱ t♦✉t
❡♥ ❡ss❛②❛♥t ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❞❡s ♠❛ss❡s ✈♦❧✉♠✐q✉❡s ✈♦✐s✐♥❡s✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❞❡
✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣❡r♠é❛❜❧❡s à ❧✬❡❛✉✳ ▲❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥ ♦s♠♦t✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡s
❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ s✉❝r❡ s♦♥t ❛✐♥s✐ ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥t❡r♥❡
❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♦♥t été ♠❡♥é❡s ✉♥❡ ❢♦✐s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♦s♠♦t✐q✉❡ ❛tt❡✐♥t✱ ❡t
♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ✐♠♣❡r♠é❛❜❧❡s✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♠♣❡r♠é❛❜✐❧✐té✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ ❡t ❞✬✐♥✲
❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❝❡ q✉❡✱ s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s s♦✐t é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❊♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦✲
t❤ès❡ ❞❡ ♥♦♥ ❣❧✐ss❡♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡s✱ ❞✬♦ù ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✿
~v(M) = ~v+(M) = ~v −(M), ✭✷✳✻✮
❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ▼✳ ✻
❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡
✐♥t❡r♥❡✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Vves✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s R0✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ Vves✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡
❝♦♠♠❡ é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r✳
✷✳✷✳✷ Pr♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s
❯♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé t❡❧ q✉✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ s❡
❞é❢♦r♠❡ ✼✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ❝♦♠♣❧❡t✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡ rés✐st❡ à ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❛ été
✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✹✻✱ ✹✼❪✳
▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st
♣❡t✐t✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10−3 ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞✬✉♥ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ 10➭♠✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❞♦♥❝ ♥♦✉s ❛tt❡♥❞r❡ à ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ s✉r❢❛❝❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣❡t✐t é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❧❛♥✱ ❝❛rré✱ ❝❡♥tré ❡♥ O✱ ❞✬❛✐r❡ A0✳ ❈♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ (~ex, ~ey)✱ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❡s ❛①❡s (Ox) ❡t
(Oy)✱ ♦r✐❡♥tés ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✳
O x
y
élément de membrane
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ P❛r❛♠étr❛❣❡ t❛♥❣❡♥t ❞✬✉♥ é❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡
♣❛r ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ~d✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✉♥ ♣♦✐♥t ♠❛tér✐❡❧ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✐t✉é ❡♥ ~r
✻✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t ✭▼s✮ ❧✬❛①❡ ♥♦r♠❛❧ ❧♦❝❛❧✱ ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧✬❡①tér✐❡✉r✱ ~v+(M) = lims→0+ ~v(s)✱ ❡t ~v−(M) =
lims→0− ~v(s).
✼✳ ❙✐ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ét❛✐t ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❤♦♠♦❣è♥❡ ❡t ❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
♥❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡r❛✐t ♣❛s✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ❊◆ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ❉❆◆❙
❯◆ ➱❈❖❯▲❊▼❊◆❚ ✷✷
❛rr✐✈❡ ❡♥ ~d(~r)✳ ❈❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ ❡♥ ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
t❛♥❣❡♥t ~dt = Π(~d)✱ ♦ù Π ❡st ❧❡ ♣r♦❥❡❝t❡✉r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ (Oxy)✱ ❡t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
♥♦r♠❛❧❡ ~dn = ~d − ~dt✱ ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s é♥❡r❣ét✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✳
❉é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t
▲❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡ t❡♥s❡✉r ~∇~dt✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r
♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣♦sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
~∇~dt = 1
2
Tr(~∇~dt)1 + s+ as, ✭✷✳✼✮
♦ù 1 ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ✐❞❡♥t✐té✱ s ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ tr❛❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t as ❡st ✉♥
t❡♥s❡✉r ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡✳ s ♣❡✉t ❧✉✐ ♠ê♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✿ sd✱ t❡♥s❡✉r
❞✐❛❣♦♥❛❧ ❞❡ tr❛❝❡ ♥✉❧❧❡✱ ❡t snd✱ t❡♥s❡✉r s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡ ♥✉❧❧❡✳
▲❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s à ❝❡s q✉❛tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s♦♥t ✿
✕ 1
2
Tr(~∇~d)1 ✿ ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ✐s♦tr♦♣❡
✕ sd ✿ ✉♥❡ é❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ~ex✱ à ❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡
✕ snd ✿ ✉♥❡ é❧♦♥❣❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ~ex+~ey√
2
✱ à ❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡
✕ as ✿ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ (Oz)
❈❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✷ ✽✳
composante antisymétrique
rotation
composantes symétriques
dilatation isotrope élongation selon x, 
à aire constante
élongation à 45°, 
à aire constante
dF1
dF2
dF3dF4
dF1
dF2
dF3
dF4
dF1
dF2
dF3
dF4
dF1
dF2
dF3dF4
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ▼♦❞❡s ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡✱ ♣❛r♠✐ ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❡st ❝❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛✐r❡✳ ■❧ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ♦ù ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s
♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ q✉✐ ❝♦♥tr❡♥t t♦✉t❡
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ♦ù ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ♣r♦✲
♣r✐été ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ s❛♥s rés✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s t❡♥s✐♦❛❝t✐✈❡s✱ ❡t ❡♥tr❡ ❝❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❡t
❧❡ s♦❧✈❛♥t✱ q✉✐ ♠❛✐♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ❛✐r❡ ❡♥✈✐r♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ♠♦❧é❝✉❧❡✱ ♠❛✐s rés✐st❡♥t ♣❡✉
à ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❢❛❝✐❧✐t❡
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ s♦❧✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜❡ ❞❡s t❡♥s✐♦❛❝t✐❢s ❡①t❡r♥❡s✱ ❝❡
q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ é♥❡r❣✐❡✳
❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ P♦✉r
❧❡ ❥✉st✐✜❡r✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❞✐❧❛t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ∆A
A0
❡st s✉♣♣♦sé❡ ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡
∆E = 1
2
χ(∆A
A0
)2A0✱ ♦ù χ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✳ P♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s
❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡ ❉▼P❈ ✾✱ χ ≃ 0, 1❏✳♠−2 ❬✹✽❪✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r r❡st❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s
✽✳ ❈❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ s✉✐t❡ à ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❝❛s tr❛✐té ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✹✺❪✳
✾✳ ▲❡ ❉▼P❈✱ ♦✉ ✶✱✷✲❞✐♠②r✐st♦②❧✲s♥✲❣❧②❝❡r♦✲✸✲♣❤♦s♣❤♦❝❤♦❧✐♥❡✱ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ♣❤♦s♣❤♦❧✐♣✐❞❡ ✉t✐❧✐sé
♣♦✉r ❢❛❜r✐q✉❡r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳
✷✸
✈és✐❝✉❧❡s ♦ù ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♦❧é✐q✉❡ ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥ ❉❖P❈ ✶✵ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡t
♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ❡st✐♠♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐
❞✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳ P♦✉r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❣r♦ss✐èr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t χR2✱ R ét❛♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ à ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ kBT ✱ ♦ù kB ❡st ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✱ é❣❛❧❡ à 1.10−23❏✳❑−1 ✶✶✳ P♦✉r R = 10➭♠ ❡t T = 300K✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s
kBT
χ4πR2
≃ 10−10 ≪ 1✱ ❡t ❛✐♥s✐✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ r❛♣♣♦rt très ❢❛✐❜❧❡ tr♦✉✈é✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s
❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ s❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ♠❛✐s ❛✉ss✐
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❡st✐♠❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢♦rt ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s♦✐❡♥t éq✉✐❧✐❜ré❡s
♣❛r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥✱ ❡t é❝r✐✈♦♥s ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ét❛♥t ηextγ˙✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡
t❡♥s✐♦♥ χ∆A
A0
1
R
✱ ♣♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❡ 100❍③ ❡t ηext = 10−3P❛✳s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
∆A
A0
≃ 10−5✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉rs à 100❍③✱ ❣❛♠♠❡ ❝♦♥s✐❞éré❡
❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉❡ ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡
s♦✐t ❛✉ss✐ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r
✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐
❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ✐♥✜♥✐ ✶✷✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉✬à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣♦✉r✲
r❛✐t êtr❡ ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ✈✐s❝♦s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✾❪✱ ❞❡s ❞ét❛✐❧s
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✺✵❪✳ ❊♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❣❧✐❣é
❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✈✐s❝♦s✐té✳ ▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ é♥❡r❣ét✐q✉❡ ❛✉①
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r✳
❉é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t
❆♣rès ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡
♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❡❧✉✐ ❧✐é à ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦rs ❞❡ ❝❡ ♣❧❛♥✳ ❯♥
❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st s❝❤é♠❛t✐sé s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✸✳
dF1 dF2 dF3
dF4
dF5 R1R2
c1c2
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤♦rs ❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✶✵✳ ▲❡ ❉❖P❈ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♣❤♦s♣❤♦❧✐♣✐❞❡✱ ❧❡ ✶✱✷✲❉✐♦❧❡♦②❧✲s♥✲❣❧②❝❡r♦✲✸✲♣❤♦s♣❤♦❝❤♦❧✐♥❡✳
✶✶✳ ❈❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st ❣r♦ss✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù t♦✉t❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st s♦✉♠✐s❡ à
❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❡t ❛✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❞❡s ❝❤♦❝s
✐♥é❧❛st✐q✉❡s ♦ù t♦✉t❡ ❧❡✉r é♥❡r❣✐❡ ❝✐♥ét✐q✉❡✱ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ kBT ✱ ❡st tr❛♥s♠✐s❡ à ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s
♣♦✉rr✐♦♥s ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡s é♥❡r❣✐❡s t❤❡r♠✐q✉❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♦r❞r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r s✉♣ér✐❡✉rs à ❝❡❧✉✐ ❡st✐♠é✳
✶✷✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❧✉s êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳✶✱ ❡❧❧❡s s❡ s♦♥t ❣râ❝❡ à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ré❛❧✐sé ♣❛r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡
❧♦❝❛❧✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ❊◆ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ❉❆◆❙
❯◆ ➱❈❖❯▲❊▼❊◆❚ ✷✹
▲❡s ❜✐❝♦✉❝❤❡s ét❛♥t s✉♣♣♦sé❡s s②♠étr✐q✉❡s ✶✸✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❝❡t é❧é♠❡♥t✱ ♣r✐s❡
♣❧❛♥❡✱ ❡st s❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ r❡♣♦s✳ ❙✐ ❝❡t é❧é♠❡♥t ❡st ❝♦✉r❜é ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛①✐s②♠étr✐q✉❡✱ ❡♥ ♠❛✐♥✲
t❡♥❛♥t ❧✬❛✐r❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❞✉ ❝ôté ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s♦♥t
❛♣♣r♦❝❤é❡s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❝ôté ♦♣♣♦sé s♦♥t é❧♦✐❣♥é❡s✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s ❞♦♥❝✱ à
❝❛✉s❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s t❡♥s✐♦❛❝t✐✈❡s✱ à ❝❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❞❡ ❝❡t ❡✛❡t ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ s②♠étr✐❡✱ ♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ❧✐é❡ à ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s ❡♥tr❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ✿ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s
❞♦♥❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❧✐é❡ à ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧♦❝❛✉① ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✳ P♦✉r ❞❡ ❢❛✐❜❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♦♠étr✐q✉❡s ❞❡
❜❛s ♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❡t ❞❡ s❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❞ér✐✈é❡s✳ ❈♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r
♥♦r♠❛❧✳ P❛r ✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
✈❡❝t❡✉r✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r
s❡s ❞❡✉① r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① 1
R1
❡t 1
R2
✶✹✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞❡♥s✐té
❞✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡♥ 1
R1
❡t 1
R2
✳ ❙✐ ♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧❡
s✐❣♥❡ ❞❡s ❞❡✉① r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s
❞♦♥❝ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❢❛ss❡ ✐♥t❡r✈❡♥✐r
1
(R1)2
✱ 1
(R2)2
❡t 1
R1R2
✳ P❛r ✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❡✈❛♥t ❧❡s
t❡r♠❡s 1
(R1)2
❡t 1
(R2)2
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦st✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡
Ec =
κ
2
∫
S
(2H)2dA+ κG
∫
S
KdA, ✭✷✳✽✮
♦ù H ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r H = 1
2
( 1
R1
+ 1
R2
) ❡t K = 1
R1R2
✳ κ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛
r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡t κG ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡ ✶✺✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡
❡st ♥é❣❛t✐✈❡✳
✷✳✷✳✷✳✶ P♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞♦♥t
❞ér✐✈❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳
▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛ss✉ré❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❧♦❝❛❧✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ Z✳ ▲❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ET ❛ss♦❝✐é ❡st t❡❧ q✉❡
E = Ec + ET , ✭✷✳✾✮
❛✈❡❝
ET =
∫
S
ZdA, ✭✷✳✶✵✮
♦ù Z ❡st ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
~∇s · ~v = 0, ✭✷✳✶✶✮
✶✸✳ ❈✬❡st à ❞✐r❡ ❝♦♠♣♦sé❡s ❞❡s ♠ê♠❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s t❡♥s✐♦❛❝t✐✈❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳
✶✹✳ ❊♥ ✉♥ ♣♦✐♥t M ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❞é✜♥✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❈♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❛r ✉♥ ♣❧❛♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ❛✉ ♣♦✐♥t
M ✱ ♥♦té ~n✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✱ ❛✉ ♣♦✐♥t M ✳ ▲❡s r❛②♦♥s ❞❡
❝♦✉r❜✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❧❡s ❡①tr❡♠❛ ❞❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣❧❛♥
❞❡ ❝♦✉♣❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ (M,~n)✳
✶✺✳ P♦✉r ✉♥❡ ❜✐❝♦✉❝❤❡ ♥♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❡♥ Ec = κ2
∫
S
(2( 1
R1
+ 1
R2
−
2C0))
2dA+κG
∫
S
KdA✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬✺✶❪✳ ❈❡tt❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s♣♦♥t❛♥é❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡
❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❧✐❜r❡✳
✷✺
❡t ~∇s ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✶✻✳ Z ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱
q✉✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❣♦✉tt❡ ♣r♦♣r❡✱ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡
❤♦♠♦❣è♥❡✳ ❈✬❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞✬✐♠♣♦s❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✳✶✮✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈❡❝t♦r✐❡❧ s✉r✲
❢❛❝✐q✉❡ ~f t❡❧ q✉❡
dE = − ∫
S
~f · −→δRdS + ♦(||−→δR||)✱ ♦ù dE ❡st ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡
−→
δR ✶✼✳ ❆♣rès ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞ét❛✐❧❧és à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❇✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
~f = −{κ[2H(2H2 − 2K) + 2∆sH]− 2ZH}~n+ ~∇sZ, ✭✷✳✶✷✮
♦ù ~n ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡
❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ κ ≃ 20kBT ❬✷✵❪✳
◆♦✉s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬✐♥❡rt✐❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✬❡①❡rç❛♥t s✉r
✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ éq✉✐❧✐❜ré❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✿
~f = −(σ+ − σ−) · ~n, ✭✷✳✶✸✮
♦ù σ ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿ σ = −p1 +
η
(
~∇~v + (~∇~v)T
)
✱
T ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❛ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥✳
✷✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❣❧✐❣é ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s é✈♦q✉é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳✷ ❞❛♥s ❧❡
♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞✐s❝✉t❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t s✉❝✲
❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ♣✉✐s s✉r s❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
t❤❡r♠✐q✉❡s s❡r❛ ❞✐s❝✉té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
■♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡
❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❧❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à
❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❝❛r ηγ˙R
3
0
kBT
> 100 ✶✽✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛✐♥s✐ s✉♣♣♦s❡r ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥é❣❧✐❣❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù
❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡st tr❛✐té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✷❪✳
✶✻✳ ▲✬♦♣ér❛t❡✉r ❣r❛❞✐❡♥t s✉r❢❛❝✐q✉❡ ~∇s ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r✮ t❡❧ q✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ~dM s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ df ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡✮ f ❡st é❣❛❧❡ à ~∇sf · ~dM ✳
✶✼✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ✐❝✐ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ ~R :
{
D → R3
(α1, α2) → ~R(α1, α2) , D ét❛♥t ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ R
2✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ✿
~f
(
~R(α1, α2)
)
= − 1√
g
δE
δ
−→
R
(α1, α2)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ δE
δ ~R
❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈❡❝t♦r✐❡❧ t❡❧ q✉❡ E(~R +
−→
δR) − E(~R) =∫
δE
δ ~R
(α1, α2) ·−→δR(α1, α2)dα1dα2+♦(||−→δR||) ✭ δE−→
δR
(α1, α2) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ E ❡♥ ~R✱ ❛✉
♣♦✐♥t (α1, α2)✮✱ ❡t dS =
√
gdα1dα2✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té g = |det(m)|✱ m ét❛♥t ❧❡ t❡♥s❡✉r ♠étr✐q✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r
❡st✱ ❞é✜♥✐ t❡❧ q✉❡ mij = ∂
~R
∂αi
· ∂ ~R
∂αj
❬✺✷❪✳
✶✽✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ η = 10−3P❛✳s✱ γ˙ > 1❍③ ❡t R0 = 10➭♠✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ❊◆ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ❉❆◆❙
❯◆ ➱❈❖❯▲❊▼❊◆❚ ✷✻
■♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
♣♦✉rr❛✐t ❛❣✐r s✉r ❧❡✉r tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✱
❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❞é✲
♣❧❛❝❡♠❡♥ts r❡❧❛t✐❢s tr❛♥s✈❡rs❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10➭♠✳ ❈♦♠♣❛r♦♥s ❝❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t à
√
< y2 >✱
♦ù < y2 > ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ r❛②♦♥ R0 = 10➭♠✱ ❞❡
♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ρint✱ ❛♣rès 1s✳ ❈❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❛✉① t❡♠♣s
❧♦♥❣s ✶✾✱ ❡t ❡st ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ < y2 >≃ 2Dt✱ ♦ù D = kBT
6πηextR0
✱ T
ét❛♥t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡♥ ❑❡❧✈✐♥✳ ❆✐♥s✐✱
√
<y2>
R0
≃ 102 ≫ 1✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♥é❣❧✐❣❡r ❝❡tt❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ❛✉ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ✜❧♠ ❧✐q✉✐❞❡ q✉✐ ❧❡s sé♣❛r❡✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡s ❢♦r❝❡s ❛✉tr❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s
é✈♦q✉é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ✜❧♠ ♣❡✉t✲êtr❡ ♠✐♥❝❡✱ ❞✬✉♥❡ é♣❛✐ss❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à
1➭♠✱ ❡♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✱ ❡t ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s
✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥✳ ❈❡tt❡ ✜♥❡ss❡ ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ é♠❡r❣❡r ❞❡s ❡✛❡ts ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
✈és✐❝✉❧❡s é❧♦✐❣♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✷✳✹ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥tr❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✷✶❪✱ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❜✐❝♦✉❝❤❡s ❧✐♣✐❞✐q✉❡s ♣r♦❝❤❡s ♥♦♥ ❝❤❛r✲
❣é❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t ❡①✐st❡r q✉❛tr❡ t②♣❡s ❞❡ ❢♦r❝❡s✱ ❞✐t❡s ❞❡ ❞é♣❧ét✐♦♥✱ ❞✐♣♦❧❛✐r❡s✱ stér✐q✉❡s ❡t
❞✬❤②❞r❛t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s✱ ❡t ❡st✐♠❡r ❧❡✉r
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✳
❋♦r❝❡s ❞❡ ❞é♣❧ét✐♦♥
❊♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ♣❧♦♥❣é❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♠❛❝r♦♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ❧♦rsq✉❡
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❜✐❝♦✉❝❤❡s ❞❡✈✐❡♥t ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît
❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡✱ ❧✐é❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❛❝r♦♠♦✲
❧é❝✉❧❡s ♣♦✉✈❛♥t ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ♣❛ss❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❜✐❝♦✉❝❤❡s✱ ❡❧❧❡s ❝❤♦q✉❡♥t ♠♦✐♥s
❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ q✉✬❛✐❧❧❡✉rs✳ ▲❡ ✜❧♠ ♠✐♥❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛❧♦rs ♠♦✐♥s ❞❡ ❝❡s
♠❛❝r♦♠♦❧é❝✉❧❡s ❡st ❞✐t ✓ ❞é♣❧été ✔✱ ❞✬♦ù ❧❡ ♥♦♠ ❞♦♥♥é à ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡✳ ❯♥❡ ét✉❞❡ ❢❛✐s❛♥t
✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❞é♣❧ét✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✸❪ ✷✵✳ ▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s
❝♦♥s✐❞éré❡s ❛②❛♥t été ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ♠❛❝r♦♠♦❧é❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❝❡s
❢♦r❝❡s ♥✉❧❧❡s✳
■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✐♣♦❧❛✐r❡s
■❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❡①✐st❡r ❡♥tr❡ ♠❡♠❜r❛♥❡s ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✬♦r✐❣✐♥❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✳
▲❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ♥✬ét❛♥t ♣❛s s✉♣♣♦sé❡s ❝❤❛r❣é❡s✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡s s♦♥t ❞❡s
✶✾✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬❛tté♥✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✱
✈❛✉t m6πηextR0 = 10
−4s✱ ♦ù m ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✳
✷✵✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❞é♣❧ét✐♦♥ ❡♥tr❡ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡
r❡st❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳
✷✼
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✐♣♦❧❛✐r❡s✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ❱❛♥ ❉❡r ❲❛❛❧s✳ ▲❡s ❜✐❝♦✉❝❤❡s ❝♦♥s✐✲
❞éré❡s ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡s✱ ❡❧❧❡s ♥❡ ♣rés❡♥t❡♥t ♣❛s ❞❡ ❞✐♣ô❧❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❞❡ ❱❛♥ ❉❡r ❲❛❛❧s ❡①✐st❡♥t ❛✉ss✐ ❡♥tr❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ♥♦♥ ♣♦❧❛✐r❡s✳ P♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❛t♦♠❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡✉r ❞✐♣ô❧❡ s♦✐t ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡
♥✉❧✱ ✐♥st❛♥t❛♥é♠❡♥t ✐❧ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✱ ❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ ❞✐s✲
♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦♥ ✐s♦tr♦♣❡ ❞❡s é❧❡❝tr♦♥s ❡t ❞❡s ♣r♦t♦♥s✳ ❈❡ ❞✐♣ô❧❡ ✐♥st❛♥t❛♥é ❣é♥èr❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣
é❧❡❝tr✐q✉❡ q✉✐ ♣♦❧❛r✐s❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛t♦♠❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❣é♥èr❡ ❡♥ ré❛❝t✐♦♥ ✉♥ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✱
q✉✐ rétr♦❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛t♦♠❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❣é♥éré ♣❛r ✉♥ ❞✐♣ô❧❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥t
❡♥ 1
r3
✱ ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞✐♣♦❧❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ ♣♦❧❛r✐sé❡ ét❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝✲
tr✐q✉❡✱ ❡t ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐♣ô❧❡ ~p ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ~E ét❛♥t −~p · ~E✱ ❧✬é♥❡r❣✐❡
❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à 1
r6
✳ ❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❡♥s✉✐t❡ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉r ❞❡✉① ❜✐❝♦✉❝❤❡s✱ ✈✉❡s ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s
❤♦♠♦❣è♥❡s ❞✬é♣❛✐ss❡✉r h✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
φW (d) = −AH
12π
(
1
d2
− 2
(d+ h)2
+
1
(d+ 2h)2
), ✭✷✳✶✹✮
♦ù AH ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡t d ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❧❛q✉❡s✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐ ❢❛✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛tr✐❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s♦♠♠❡r ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❧❡s é♥❡r❣✐❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❛✐r❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ♣❧✉s é❧❛❜♦ré❡✱
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✷✶❪✱ ♣ré❞✐t ✉♥❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ d ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ❉▼P❈✱ AH ❛ été ❡st✐♠é à (5±2)×10−21J ✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✹❪✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♥✉♠ér♦t❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❛♥❡s ♣❛r ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ✶ ❡t ✷✱ ❝❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❝♦♥❞✉✐t à
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞✬❛ttr❛❝t✐♦♥ q✉✬❡①❡r❝❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶
s✉r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✷ ✿
~fW,1→2 = −∂φW
∂d
~n1→2
=
AH
12π
(− 2
d3
+
4
(d+ h)3
− 2
(d+ 2h)3
)~n1→2,
♦ù ~n1→2 ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ♦r✐❡♥té❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶ ✈❡rs ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✷✳
P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡s ❢♦r❝❡s sté✲
r✐q✉❡s✱ ❝❛r ❡❧❧❡s ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦♥ r❡❝♦✉✈r❡♠❡♥t ❞❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❛♥❡s✳
❋♦r❝❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡
➚ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ✢✉❝t✉❡ ❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥❝❡✳ ❙✐
❞❡✉① ♠❡♠❜r❛♥❡s s❡ tr♦✉✈❡♥t ♣r♦❝❤❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ s♦♥t ✐♥❤✐❜é❡s✱ ❡t ❝❡❝✐ ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ♣r♦❝❤❡s✳ ➚ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❡st ❞♦♥❝ ❛ss♦❝✐é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ♠✐❝r♦✲ét❛ts✱ ♦✉✱
❞❡ ❢❛ç♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✉♥❡ ❡♥tr♦♣✐❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r❝❡
ré♣✉❧s✐✈❡✳ ▲✬♦r✐❣✐♥❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r❝❡ ❡①♣❧✐q✉❡ s♦♥ ♥♦♠✳ ▲❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ❡st✐♠é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✹❪ à ✿
φu(d) = 0.1
(kBT )
2
κd2
. ✭✷✳✶✺✮
❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶ s✉r ❧❛
✈és✐❝✉❧❡ ✷ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
~fr,1→2 = −0.2(kBT )
2
κd3
~n1→2. ✭✷✳✶✻✮
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ❊◆ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ❉❆◆❙
❯◆ ➱❈❖❯▲❊▼❊◆❚ ✷✽
❋♦r❝❡ ❞✬❤②❞r❛t❛t✐♦♥
■❧ ❡①✐st❡ ❡♥✜♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞✬❤②❞r❛t❛t✐♦♥✱ ❧✐é❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞✬❡❛✉ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❧✐é❡s à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡①t❡r♥❡ ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s
❣r♦✉♣❡s ❤②❞r♦♣❤✐❧❡s✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❬✷✶❪✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s ❡st ✈♦✐s✐♥
❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✳
❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s
❊st✐♠♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❙✉r ❧❡s
✐♠❛❣❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st vt = 10➭♠.s−1✳ P♦✉r ❣é♥ér❡r ❝❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❢♦r❝❡s é✈♦q✉é❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❞❡s ❢♦r❝❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s
❞✬✉♥❡ ✐♥t❡♥s✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ||~fhyd|| = 6πηextR0vt✳
P♦✉r ❡st✐♠❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✐♣♦❧❛✐r❡s ❡t ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡st✐♠❡r ❧❡s ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥s ❞✉ ✜❧♠ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①✐st❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✶✳✶✽✱ ❡♥
s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡✉r ♠❡♠❜r❛♥❡ s✉r ❧❡ ❜♦r❞
✐♥t❡r♥❡ ❞✉ ❤❛❧♦ ❜❧❛♥❝ ❧❡s ❡♥t♦✉r❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞❡ ❧✬é♣❛✐ss❡✉r à ✺✵✵ ♥❛♥♦♠ètr❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛✐r❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ 1➭♠2✳
P♦✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦r❝❡ ❞✐♣♦❧❛✐r❡s ❡t ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs
||~fd||
||~fhyd||
≃ 10−6, ✭✷✳✶✼✮
t❛♥❞✐s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦r❝❡ ❡♥tr♦♣✐q✉❡s ❡t ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♥♦✉s tr♦✉✲
✈♦♥s
||~fd||
||~fhyd||
≃ 10−3. ✭✷✳✶✽✮
❈❡s r❛♣♣♦rts s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① très ♣❡t✐ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à 1✱ ❡t✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞✬❤②❞r❛t❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❡♥tr♦♣✐q✉❡s✳
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❢❛✐t ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❝❡s
❛✉tr❡s ❢♦r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✈ér✐✜❡r♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s
q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ♥❡ ❞❡✈✐❡♥t ♣❛s ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡ à 500♥♠ ✷✶✳
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s ✿ ηint,i, ηext, ρint,i, ρext, κi,
Vves,i, Aves,i ❡t γ˙ ❀ ♦ù ❧✬✐♥❞✐❝❡ i ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ iè♠❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ❊♥ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s
♣❛r ❞❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧s✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ R0✳
✷✳✺ P❛r❛♠ètr❡s ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧s
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ♣❛r R0✱ ❧❡s ❞✉ré❡s ♣❛r 1γ˙ ✱ ❡t ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♣❛r
ηextγ˙✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à tr♦✉✈❡r ❧❡s ♥♦♠❜r❡s s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s
✷✶✳ ❙✉✐t❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬✐♠❛❣❡
✶✳✶✽ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈♦rt✐❝✐té ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0, 5R0✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s r❡st❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à
500♥♠✱ ❧❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s r❡st❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s✳
✷✾
❡✛❡❝t✉♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s x′ = x
R0
✱ y′ = y
R0
✱ z′ = z
R0
✱ t′ = γ˙t✱ ~v′ = ~v
R0γ˙
❡t p′ = p
ηextγ˙
✳
✷✳✺✳✶ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ✈✐sq✉❡✉① ❡t ✐♥❡rt✐❡❧s
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✷ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ réé❝r✐r❡ ✿
R0γ˙
2(
∂~v′
∂t′
+ ~v′ · ~∇′~v′) = −ηextγ˙
R0
~∇′p′ + ηextγ˙
R0
△′ ~v′, ✭✷✳✶✾✮
❛✈❡❝ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥tér✐❡✉r✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ~∇′ ❡t△′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t
à ❞❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬❡s♣❛❝❡✳
❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Re = ηextγ˙R
2
0
η
✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t
Re(
∂~v′
∂t′
+ ~v′ · ~∇′~v′) = −~∇′p′ +△′~v′. ✭✷✳✷✵✮
Re r❡♣rés❡♥t❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❡rt✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✈✐sq✉❡✉s❡s✳
✷✳✺✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ✈✐sq✉❡✉① ❡t ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
◆♦✉s ré❛❧✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✸✱ ♦ù ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡ Z ′ = Z
ηextγ˙R0
✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
−{ κ
R30
[2H ′(2H ′2−2K ′)+2∆′sH ′]−ηextγ˙Z ′H ′}~n+ηextγ˙ ~∇′sZ ′ = −ηextγ˙(σ′+−σ′−)~n. ✭✷✳✷✶✮
❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s❛♥s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ Ca = ηextγ˙R
3
0
κ
✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡✈✐❡♥t ✿
− { 1
Ca
[2H ′(2H ′2 − 2K ′) + 2∆′sH ′]− Z ′H ′}~n+ ~∇′sZ ′ = −(σ′+ − σ′−)~n, ✭✷✳✷✷✮
Ca r❡♣rés❡♥t❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐sq✉❡✉s❡s ❛ss♦❝✐é❡s à
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐é❡s à ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐
❧❡ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ❡✛❡t ❞é✜♥✐r ❞✬✉♥❡ ♣❛rt
τc =
ηextR30
κ
✱ q✉✐ ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉❡ ♠❡t ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ s❛ ❢♦r♠❡
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❛♣rès ❛rrêt ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ s✐ ηint = ηext✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt τec = 1γ˙ ✱ ❞✉ré❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs Ca = τc
τec
✳
✷✳✺✳✸ ❙✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ Re ≪ 1✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❧❛ tr❛✲
❥❡❝t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st
❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10➭♠✳s−1✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ❞✐① ♠✐❝r♦♥s✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t
❞♦♥❝ à ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1Hz✳ ❆✐♥s✐ ✿ Re ≃ 103.(10−5)2
10−3
= 10−4✳ ▲✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✷✳✷✵ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡r ❡♥ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♦♠✐s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ′ ♣♦✉r
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✿
❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ▼❖❉➱▲■❙❆❚■❖◆ ❉❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ❊◆ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ❉❆◆❙
❯◆ ➱❈❖❯▲❊▼❊◆❚ ✸✵
△~v − ~∇p = ~0. ✭✷✳✷✸✮
P♦✉r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
λ△ ~v − ~∇p = ~0, ✭✷✳✷✹✮
❛✈❡❝ λ = ηint
ηext
✱ λ ét❛♥t ❛♣♣❡❧é ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ✐♥❡rt✐❡❧s
s♦♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s✳
❉❛♥s ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s Ca à 10
−3.1.(10−5)3
20.10−23.300
≃ 10✳
❆✐♥s✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ r❡st❡ ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝❡❧✉✐ ❧✐é à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❧❡s ♥é❣❧✐❣❡r✳
✷✳✺✳✹ ❱♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t
■♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ é♥❡r❣✐❡ q✉❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ❯♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ♠❛✐s
❛✉ss✐ ♣❛r s♦♥ ❛✐r❡✱ ♥♦té❡ Aves✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦✲
❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✳ ▲✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ✸✶ ét❛♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✷✷✱
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛
s♣❤èr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♥♦té ν✱ ✈ér✐✜❡ ❛✐♥s✐
ν =
Vves
4π
3
(Aves
4π
)
3
2
.
✷✳✻ ❘és✉♠é ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐✲
s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❡rt✐❡❧s ❡t ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ C1 ❡t C2 (x, y, z)✳ ▲❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥✐✲
t✐❛❧❡ ❡st ♥♦té❡ (xi, yi, zi)✳ ▲❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ♥✉♠ér♦té❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ yi > 0✳ P❛r s②♠étr✐❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s à γ˙ > 0 ❡t xi < 0✳ |xi| ❡st ❝❤♦✐s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞ ♣♦✉r q✉✬✐♥✐t✐❛✲
❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ▲❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st
r❡♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳
◆♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ rés✉♠❡r ❛✐♥s✐ ✿ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❝♦♥♥✉s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ (yi, zi) ✱ ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té✱ ❧❡s ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s✱ ❧❡s
✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts ❡t ❧❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡
t→ (x(t), y(t), z(t)) ❄
▲❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♣❡r♠❡t ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡tt❡
q✉❡st✐♦♥✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❛✉① ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥s ❛✉① ❞ér✐✈é❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉ ❡st ❝♦♠♣❧✐q✉é à rés♦✉❞r❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞û à s♦♥ ❝❛r❛❝tèr❡
♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ét❛♥t ❧✐❜r❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡
♣❧✉s ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♥♦♥ ❛✐sé❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✳ ❯♥❡ ét❛♣❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ❝♦♥♥❛✐s✲
s❛♥❝❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❛ été ❝♦♥s❛❝ré❡
à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✿ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s
✷✷✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ r ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❤♦♠♦t❤ét✐❡✱ ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡s ✈❛r✐❡♥t
❝♦♠♠❡ 1
r
✱ ❡t ❧❡s ❛✐r❡s ❝♦♠♠❡ r2✳
✸✶
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s tr❛♥s✈❡rs❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s
❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s
q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡✱ ❡t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✷✸✱ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ♠♦✐♥s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡
à ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✉① ♠❡s✉r❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛✲
t✉r❡ ✐ss✉s ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳
▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s s❡r♦♥t ❡①♣♦sés ❛✉①
❝❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻✳
✷✸✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡ ✓ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ✔✱ ♦✉ ✓ ♠ét❤♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ✔✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✸
▼ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡
❞é❝r✐r❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳ ➚ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉s ❡①♣♦s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
♣ré❝é❞❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s
❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❡r♦♥t ♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥♦✉s ❛ s❡♠❜❧é ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱
❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s rétr♦❛❝t✐❢s ❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡
s♣❤èr❡s ❞✉r❡s✱ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✺❪✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡
❢♦r♠❡ ❧✐❜r❡ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♥♦♥ s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s ♦✉ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✳ ❈❡s ♠ét❤♦❞❡s
♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✱
♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✬❛❞❛♣t❡r à ❞❡s ❣é♦♠étr✐❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡s ❡t ♠♦✐♥s s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛sé
s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✳ ❆ ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s❡r♦♥t
♣rés❡♥tés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✳
✸✳✶ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s
◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐✲
q✉❡♠❡♥t ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥✲
t❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s✳
▲❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❢❡r♠é❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡①♣r✐♠é❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ♣❛r❛♠étr❛❣❡✱ ♦✉ ♣❛r
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❡♥ t❛♥t q✉✬✐s♦s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✳
✸✳✶✳✶ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❧❡ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥
ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ét❛♥t ❝♦♥st❛♥t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉
t❡♠♣s✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st ❛❧♦rs ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
φ(i, t)✱ ♦ù φ(i, t) ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ s✐t✉é❡ à ❧✬✐♥st❛♥t
0 ❡♥ φ(i, 0)✳ ❈❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✶✱ ❧❡ r❡♣èr❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ét❛♥t
♥♦té Rv = (O,~ex, ~ey, ~ez)✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ❝❡♥tré s✉r ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ G ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t
✸✸
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ✸✹
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✳
♣❡✉ ♣❧✐é❡✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ❛❥♦✉té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à q✉❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♦❜s❡r✈é❡ ❞❡♣✉✐s G
❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♥❡ ♣rés❡♥t❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ♣♦✐♥t ✶✳
✸✳✶✳✷ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡
❯♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐s♦s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ✵ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s❝❛❧❛✐r❡✱ ♣♦s✐t✐✈❡ à ❧✬❡①tér✐❡✉r
❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛❞✈❡❝té❡ ♣❛r ✉♥
é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ~v✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ♥♦té❡ φ✱
❡♥ ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛♥t à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡ φ0✱ ♣✉✐s ❡♥ ❧✬❛❞✈❡❝t❛♥t ♣❛r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
φ ❡st ❛❧♦rs s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ {
φ(~r, 0) = φ0(~r),
∂φ
∂t
+ ~v · ~∇φ = 0.
❯♥❡ t❡❧❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✷✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ r❡♣rés❡♥té ❧✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ~r✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
◆✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❡
❧✐q✉✐❞❡ ❡t ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡❧❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♠é♠♦r✐s❡r
❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s✲
♣❛❝❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ q✉❡ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧❛
❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡✱ ❞✬✉♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✳
P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡♠♣❧♦②é❡s ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✉♥
♣❛r❛♠étr❛❣❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ❝❡♥tré s✉r ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡
❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❝♦♥s✐❞éré❡✱ ❛ été ❝❤♦✐s✐✳ P♦✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❧❡
♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❡st ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
✶✳ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st ét♦✐❧é❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣♦✐♥t
G✳
✸✺
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡✱ ❝❛r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥❡ s♦♥t ❛❞✈❡❝tés q✉❡ ♣❛r
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❡ss❛②❡r ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥✈✐r♦♥
❝♦♥st❛♥t❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
✸✳✷ ➱t✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
✸✳✷✳✶ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥
❉❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❧❡ ♣r✐s❡ ❡♥
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❡st s✐♠♣❧✐✜é❡✳
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r
✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ✐s♦❧é♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✈és✐❝✉❧❡ à
❝❡ ❝❤❛♠♣ ♣❡rt✉r❜é✱ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❛♥s ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❡♥
a = R0||−−−→G1G2||
✱ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡✳ ❈❡tt❡ ré♣♦♥s❡ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡r♠❡t✱ ❧♦✐♥ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬♦r❞r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞✉
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t❡✱ ❝❛r ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞é❝r♦ît ❡♥ a2 ✭❝❢✳ ❛♥♥❡①❡ ❆✮✳
◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧✐é à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡st a2✱ ❡t✱
♣♦✉r ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ a3✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st s❡♥s✐❜❧❡ ♥♦♥
♣❛s à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❛✉① ❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❡♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ❛✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st à ❢r♦♥t✐èr❡ ❧✐❜r❡✱ ♠❛✐s ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡✱ ♣❛r ✉♥❡
♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✸✳✷✳✷ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❧✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ q✉✐ ♥♦✉s
♣❡r♠❡ttr❛ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡✳
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❛✐r❡ ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ s❡
❝♦♥s❡r✈❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r R0✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡
♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡t Aves✱ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❙✐ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s♣❤ér✐q✉❡✱ s♦♥ ❛✐r❡
❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈♦❧✉♠❡✱ é❣❛❧❡ à 4πR20✳ ❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t
❧✬❡①❝ès ❞✬❛✐r❡ ∆ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
Aves
R20
= 4π +∆, ✭✸✳✶✮
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ∆ ≥ 0✳ ❈❡❝✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ǫ t❡❧ q✉❡
ǫ =
√
∆, ✭✸✳✷✮
q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ ❞❡ ♣❡t✐t ♣❛r❛♠ètr❡ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ǫ✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦st✉❧❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ✸✻
t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♥❝♦♥♥✉❡ f s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ f =
∑+∞
k=−∞ f
(k)ǫk✱ ♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s f (k) s♦♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ǫ✳
▲❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✱ ♣❡r✲
♠❡t ❛❧♦rs ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✈ér✐✜é❡s ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts f (k)✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉♣♣♦s❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❡♥ tr♦♥q✉❛♥t ❧❡ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés✉❧t❛t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ▲❡ t❡r♠❡ ❞❡
✈és✐❝✉❧❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡ s❡ ré❢èr❡ ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ǫ ❡st ♣❡t✐t✱ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ s♦✉❤❛✐té❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s
à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❞✐✛ér❡♥ts rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡✱
♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ 2 ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ✓ à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é ✔✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✷✮ s❡r♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ✉t✐❧✐sés
❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s✳
✸✳✷✳✸ ▲✐♠✐t❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✻✳✸✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s tr❛♥s✈❡rs❡s ❡♥tr❡ ✈é✲
s✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ R0 ✷✳ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s✱ ❝❛r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ o(a2) ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♥❡ s♦♥t ❛❧♦rs ♣❧✉s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳
❈❡s t❡r♠❡s ❡①✐st❡♥t ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s s♣❤èr❡s✱ ♦ù ✐❧s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ O(a5)✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✻❪✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡
s♣❤èr❡s✱ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✺❪✱ ♦ù ❡st ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ♥♦♥ s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧✐q✉é
à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s
♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♠ét❤♦❞❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱
❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r✳
✸✳✸ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡
✸✳✸✳✶ ➱q✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡
▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s✉r ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ✐♥❞✐q✉é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
vi(~r) =
2
1 + λ
v∞i (~r) +
2
1 + λ
∫
S
Gij(~r − ~r′)fj(~r′)dA′
+
2(1− λ)
1 + λ
∫
S
Kijk(~r − ~r′)vj(~r′)nk(~r′)dA′, ✭✸✳✸✮
S ét❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ~r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ Gij(~r) =
1
8πηext
(
δij
||~r|| +
rirj
||~r||3
)
❡tKijk = 34π
rirjrk
||~r||5 ✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s
ré♣étés ❡st ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡t ❧❡ s❡r❛ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✸✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✸ ❡st ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥
❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐ ❝♦♠♠❡ t❡♥s❡✉rs ❞❡ ●r❡❡♥
G ❡t K ❝❡✉① ❛ss♦❝✐és à ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥✜♥✐✳ ❯♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡st
✷✳ P♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣❧✉s é❧♦✐❣♥é❡s✱ ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ✈♦✐s✐♥s ♦✉ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s
✈✐s à ✈✐s ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✳
✸✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ Gxjfj = Gxxfx +Gxyfy +Gxzfz✳
✸✼
♣rés❡♥té❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❍✱ s✉✐✈✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s t❡♥s❡✉rs ✉t✐❧✐sés à
❧✬❛♥♥❡①❡ s✉✐✈❛♥t❡✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t à ✉♥ ✐♥st❛♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈és✐❝✉❧❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞♦♥♥é❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥ t❤é♦r✐❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❛✐sé❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
✸✳✸ ❡st ✐♥té❣r♦✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ✹✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞é❝r✐t ❛❧♦rs ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ❡t ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ♣♦sé✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù λ = 1✱ ❝❛r ❛❧♦rs ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡✈❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ s✬❛♥♥✉❧❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs
vi(~r) = v
∞
i (~r) +
∫
S
Gij(~r − ~r′)fj(~r′) ~dA′. ✭✸✳✹✮
▲❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés ❛②❛♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡ r❛♣✲
♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣❧❛❝és ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❡st ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣r♦❝❤é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s
❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t✳ ➚ ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s
❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❡s ♥♦❡✉❞s s♦♥t s✉r ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s ✷✳✶✷✱ ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡
❞❡s ❢❛❝❡s ❞❡ ❝❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉① ♥÷✉❞s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t ❛✐♥s✐ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ s✉r
❧❛ ❜❛s❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✐ss✉❡ ❞✉ ♠ê♠❡
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ét❛♥t ❛✉ss✐ ❞✐s❝rét✐sé✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡
❞é♣❧❛❝és à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥
♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡ ♦❜t❡♥✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♣r♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❞é♠❛r❝❤❡s
♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st rés✉♠é s✉r ❧❡ s❝❤é♠❛ ✸✳✸✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé
❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été ✐♠♣❧é♠❡♥té ❞❛♥s ✉♥ ❝♦❞❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈ tr❛♥s♠✐s ♣❛r ❚❤✐❡rr②
❇✐❜❡♥✱ ❛♥❝✐❡♥♥❡♠❡♥t ❝❤❡r❝❤❡✉r ❛✉ ▲■P❍❨✳ ❈❡ ❝♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é❝r✐r❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
✉t✐❧✐sé❡✳
✸✳✸✳✷ ❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ❡st é✈❛❧✉é❡ ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t
✐♥✐t✐❛❧ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✹✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ✸✽
❚r✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
▲❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st ❝❤♦✐s✐❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ♣r♦❧❛t❡
❛②❛♥t ❧✬❛✐r❡ ❡t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ s♦✉❤❛✐tés ✺✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐❝✐ ❝❤♦✐s✐ ❛②❛♥t s♦♥ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ♣❛r❛❧❧è❧❡
à ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ P♦✉r ❧❡ ♠❛✐❧❧❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ✐❝♦s❛è❞r❡ ✻ ❞♦♥t ❧❡
❜❛r②❝❡♥tr❡ ❡st ❝♦♥❢♦♥❞✉ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡✳ ❙♦♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡st à ❞é✜♥✐r✱ ❝❡❧❧❡ ❝❤♦✐s✐❡
♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ét❛♥t ✐♥❞✐q✉é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à é✈✐t❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ❛rt❡❢❛❝ts
❧✐és à ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐❝♦s❛è❞r❡✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛❧é❛t♦✐r❡ ✼ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✱
❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ ±1%✱ ❡st ❛❥♦✉té❡✳ ❖♥ ♣r♦❝è❞❡ ❛❧♦rs ✐tér❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧❡s
♠✐❧✐❡✉① ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s s♦♥t ♣r♦❥❡tés r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❛✐♥s✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ ❞✬❡♥ ❞é✜♥✐r q✉❛tr❡✳ ▲❡s q✉❛tr❡ tr✐❛♥❣❧❡s ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
❢❛❝❡✱ à ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡✱ s✬✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t ♣❛s ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✸✳✺✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té ❡st ♣r♦❥❡té
r❛❞✐❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ✐♥✐t✐❛❧✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✻✳
x
y
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❖r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬✐❝♦s❛è❞r❡ ✐♥✐t✐❛❧
❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ♥♦✉✈❡❛✉① s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥❡
❢❛❝❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡
❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❛✈❛♥t ❧❡✉r ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té
❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ▼❛✐❧❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧
❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❛♣rès tr♦✐s ét❛♣❡s
❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
❆♣rès ✷✱ ✸ ❡t ✹ ét❛♣❡s✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❝♦♥❞✉✐t à ♠❛✐❧❧❡r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ♣❛r r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
✶✻✷✱ ✻✹✷ ❡t ✷✺✻✷ ♣♦✐♥ts ✽✳
❉✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ♠❛✐❧❧❡r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♥♦✉s ❞✐s❝rét✐s♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ t❡♠♣s ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ré❣✉❧✐❡rs✱ ❞✬✉♥❡ ❞✉ré❡ ∆t✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛✉① ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡
❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❛✉① ✐♥st❛♥ts n∆t✱ ❛✈❡❝ n ❡♥t✐❡r✱ ❡st ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✸✳✹✱ ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✺✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré q✉❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ s❛♥s é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st ✈♦✐s✐♥❡
❞✬✉♥ t❡❧ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t s✉♣ér✐❡✉r à 0, 651✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✶❪✳ P♦✉r ❞❡s
✈és✐❝✉❧❡s ♠♦✐♥s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ♦❜❧❛t❡✱ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬éq✉✐❧✐❜r❡✳
✻✳ ❯♥ ✐❝♦s❛è❞r❡ ❡st ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ré❣✉❧✐❡r à ✷✵ ❢❛❝❡s tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡s✳
✼✳ ❈❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❡ ❣é♥ér❛t❡✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ♣s❡✉❞♦✲❛❧é❛t♦✐r❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
✓ r❛♥❞♦♠✭✮ ✔❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✳
✽✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝❡s ❡st q✉❛❞r✉♣❧é✱ ❡t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✉❣♠❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝❡s ♠✉❧t✐♣❧✐é ♣❛r 32 ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✱ à ❝❤❛q✉❡
ét❛♣❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❞❡✉① ❢❛❝❡s✱ q✉✐ ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✸ ❛rêt❡s✳ ❙✐
❧✬♦♥ ♥♦t❡ n ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t m✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ n = 12 + 20× (∑m−1k=0 4m)× 32 =
12 + 30× 1−4m1−4 = 12 + 10× (4m − 1) ✭✉♥ ✐❝♦s❛è❞r❡ ❛②❛♥t ✶✷ s♦♠♠❡ts✮✳
✸✾
✸✳✸✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡
P♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✹✱ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ✐❞é❡ ❡st ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ♣✉✐s ❞✬✐♥té❣r❡r ❝❡s ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❢❛❝❡s ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡
❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛r ❧❡ t❡♥s❡✉r G(~r) ❡st s✐♥❣✉✲
❧✐❡r ❡♥ ~0✳ ❈❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té ♣❡✉t êtr❡ s✉r♠♦♥té❡ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ r❡st❡ ❞é✜♥✐❡
s✐ ❧✬♦♥ ♥✬✐♥t❡r♣♦❧❡ ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧✬❛♥♥❡①❡ ▲✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❛✉
♥÷✉❞ i✱ ♥♦té❡ ~v(i) ✿
~v(i) =
2
1 + λ
[
~v∞ +
N∑
k=1
∫
Tk
~IkdA
]
, ✭✸✳✺✮
♦ù {Tk}k∈[[1,N ]] ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r k ✜①é✱ s✐ ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts
❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ Tk ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t i✱ ❛❧♦rs ~Ik = G~˜f ✱ ♦ù ~˜f ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡
♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ s✉r Tk✱ ❜❛sé❡ s✉r s❡s ✈❛❧❡✉rs ❛✉① tr♦✐s s♦♠♠❡ts ❞❡ Tk✳ ❙✐♥♦♥✱ ~Ik =
˜
G~f ✱ q✉✐
❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ G~f ❜❛sé❡ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐♥ts q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳
❉❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ✉t✐❧✐sé✱ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡st ré❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s
❢❛❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❡st s✐t✉é à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 0.25R0 ❞✉ ♣♦✐♥t i✱ ❞♦♥t ❝❡
♣♦✐♥t ♥❡ ❢❛✐t ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❛✣♥❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ❡st ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❡♥ 1
r
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❛ ❞♦♥❝ été ré❛❧✐sé✱ ❜❛sé ❡♥❝♦r❡ s✉r ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡
G~˜f ✱ ♦ù ~˜f ❡st ✉♥❡ ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳ ▲✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡
❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♣✉✐s ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥❡ q✉❛❞r❛t✉r❡
❜❛sé❡ s✉r ✺ ♣♦✐♥ts ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ré♣❛rt✐s ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ❝ôtés✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s ❛✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥✳
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s
❋♦r❝❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦✉r✲
❜✉r❡ ✿
~fc = −κ[2H(2H2 − 2K) + 2∆sH]~n. ✭✸✳✻✮
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛✉ iè♠❡ ♥÷✉❞ ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞ét❛✐❧❧❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❡t
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ~K = ∆S~r✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ H = − || ~K||2 ✱ s✐ ~K · ~n >
0 ❀ ❡t H = ||
~K||
2
s✐♥♦♥ ✾✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
s✉r❢❛❝✐q✉❡✱ ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪ ✿
(∆Sf)i =
1
2Ai
∑
j∈ni
(cotαij + cot βij)(fj − fi), ✭✸✳✼✮
✾✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2 ❞✬é❝❛rt ❛✈❡❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ❝❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ❢❛❝t❡✉r 2✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ✹✵
❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ P❛r❛♠étr❛❣❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉ iè♠❡ ♥÷✉❞ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡t à s❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳
♦ù ni ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ♥÷✉❞ ✐✱ ❡t ❧❡s ❛♥❣❧❡s αij ❡t βij s♦♥t
❞é✜♥✐s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳ Ai ❡st ❧❡ t✐❡rs ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐♥t
i ❡st ✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ✜①é❡✱ ∆Sf(Mi) ❡st ❛♣♣r♦❝❤é à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ f ❡♥ Mi ❡t ❛✉① s♦♠♠❡ts ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✳ ❯♥❡
❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❑✳
◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♣✉✐s ❞❡ s♦♥ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥
s✉r❢❛❝✐q✉❡✳
P♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss✱ ♦♥ ❛✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❬✺✼❪✱
K =
2π −∑j∈ni θij
Ai
, ✭✸✳✽✮
♦ù ❧❡s ❛♥❣❧❡s θij s♦♥t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✸✳✼✳
❉❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✻✱ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ~ni ❡st ❡♥✜♥ ❛♣♣r♦❝❤é ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ♥♦r♠❛✉① ❛✉① tr✐❛♥❣❧❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st Mi✱ ♣♦♥❞érés ♣❛r ❧❡s ❛✐r❡s ❞❡
❝❡s tr✐❛♥❣❧❡s✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡t ❛✐♥s✐ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡♥
❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ❝♦♠♠❡♥t s♦♥t ❡st✐♠é❡s
❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥✳
❋♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ✿
~ft = −2ZH~n+ ~∇sZ. ✭✸✳✾✮
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❝❡s ❢♦r❝❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ t❡♥s✐♦♥ Z✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦✉rr❛✐t
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐♥st❛♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ divS~v = 0✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❛❧♦rs ❛✐sés ❡t ✐❧ ❛ été ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r Z✱ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡
à rés♦✉❞r❡✱ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐s❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t s✉♣♣♦sé
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ♣✉✐s ❞é✜♥✐r ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡
✈✐t❡ss❡ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳
P❧✉s✐❡✉rs éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤♦✐s✐❡s ♣♦✉r Z✱ ❝❛r ✐❧ s✉✣t q✉❡ ❝❡❧❧❡
r❡t❡♥✉❡ ♠❛✐♥t✐❡♥♥❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ Z ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 0✳ ❈❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❡st ✿
DZ
Dt
= TdivS~v, ✭✸✳✶✵✮
♦ù D
Dt
❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ✶✵✱ ❡t T > 0✱ ❤♦♠♦❣è♥❡ à ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥✳
✶✵✳ ▲❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ Z ❛✉ ♣♦✐♥t M ✱ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ZM (t)✱ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ t❡♥s✐♦♥ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ q✉✐ ét❛✐t ❡♥ M à ❧✬✐♥st❛♥t t✳
✹✶
❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❛❧✐t❛t✐❢ ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱
❛❧♦rs ❧✬❛✐r❡ s❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❞✉ré❡ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ dt✱ ❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✬❛✐r❡ dA✳ ❙✐ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❡st t❡❧ q✉❡ ❧✬❛✐r❡ ♥✬❛ ♣❛s ✈❛r✐é✱ ❝❡❧❛ s✐✲
❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ s♦♥t ❛❞❛♣té❡s ❛✉① ❛✉tr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡
❧✬❛✐r❡ s❡ ❝♦♥s❡r✈❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t Z ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛❞✈❡❝té❡✳ ❚❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t✱
divS~v = 0✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s
êtr❡ ❧❡ ❝❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧✬❛✐r❡ ❛ ❛✉❣♠❡♥té✱ ❞✬❛♣rès ✸✳✶✵ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ Z ✈❛ ❛✉❣♠❡♥t❡r✱ ❝❡
q✉✐ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥✱ ✈❛ ❛✈♦✐r t❡♥❞❛♥❝❡ à ❢❛✐r❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧✬❛✐r❡ à
❧✬✐tér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❊♥✜♥✱ s✐ ❧✬❛✐r❡ ❛ ❞✐♠✐♥✉é✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ Z ❞✐♠✐♥✉❡✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s ❞♦♥❝ à ❝❡ q✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♥✲
s✐♦♥ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♠❛tér✐❡❧s✱ ♠❛✐s ❞❡s ♥÷✉❞s ❞✉
♠❛✐❧❧❛❣❡✱ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♥❡ s♦♥t ❛❞✈❡❝tés q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛♠♣ Z˜✱ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉
t❡♠♣s ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬ét❛t ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ✈ér✐✜❛♥t
D˜Z˜
D˜t
=
DZ
Dt
− ~vt · ~∇SZ ✭✸✳✶✶✮
= Tdivs~v − ~vt · ~∇SZ, ✭✸✳✶✷✮
D˜
D˜t
ét❛♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡t ♦ù ❧✬♦♥ ❡st
♣❛ssé ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✶ à ✸✳✶✷ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✶✵✳
❊♥ ♥♦t❛♥t Zi(t) ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛✉ iè♠❡ ♥÷✉❞ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ✿
∂Zi
∂t
=
DZ˜
Dt
(Mi)
=
(
Tdivs~v − ~vt · ~∇SZ
)
(Mi). ✭✸✳✶✸✮
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ✿
∂Zi
∂t
= T
1
Ai,t
dAi,t
dt′
(t′ = t)− ~v(i) · ~∇sZi, ✭✸✳✶✹✮
♦ù Ai,t ❡st ❧✬❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t i s✐ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❛❞✈❡❝tés ♣❛r
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❡♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ tr✐❛♥✲
❣✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t t ❝❡❧❧❡ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ à ❝❡ t❡♠♣s✳ ~v(i) ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡ ❛✉ ♥÷✉❞ i✱ ❡t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ ♠♦②❡♥♥❛♥t ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r✲
❢❛❝✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s✱ ❡♥ ❛②❛♥t ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♥s✐♦♥✳ ✳
▲❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à
Z∗i,n+1 − Zi,n
∆t
= T
1
Ai,n
Ai,n,n+1 − Ai,n
∆t
− ~v(i),n · ~∇sZi,n. ✭✸✳✶✺✮
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ à ❧✬✐♥st❛♥t n + 1 Z∗i,n+1✱ ❝❛r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡
♣rés❡♥t❡r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡st ♠♦❞✐✜é❡ ❛✈❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s à ❧✬✐♥st❛♥t (n+1)∆t✱
❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t✳ Ai,n,n+1 ❡st ❧✬❛✐r❡ ❞❡
❧❛ ❢❛❝❡ i à ❧✬✐♥st❛♥t n + 1✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬❡♥tr❡ ❧❡s ✐tér❛t✐♦♥s n ❡t n + 1✱ s❡s
s♦♠♠❡ts s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t à ✈✐t❡ss❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ nè♠❡ ✐tér❛t✐♦♥✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ✹✷
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
➚ ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ s❛
♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❞❡ r❛♣♣♦rt (Vves
Vn
)
1
3 ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡
❝♦♥st❛♥t✱ ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡s ❡rr❡✉rs ❧✐é❡s ❛✉① ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t
t❡♠♣♦r❡❧❧❡s✳ ❖♥ ❛ ✐❝✐ ♥♦té Vves ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t n∆t✱ ❡t Vves s♦♥ ✈♦❧✉♠❡
✐♥✐t✐❛❧✳ ➚ ❝❡tt❡ ❤♦♠♦t❤ét✐❡ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧✬❛✐r❡
Ai✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹✱ ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ à ❛♣♣♦rt❡r à ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡st✐♠é❡
à Zi,n+1 − Z∗i,n+1 = T ln
A∗i,n
Ai,n
= T ln(Vves
V
)
2
3 ✱ ♦ù A∗i,n ❡st ❧✬❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ s♦♠♠❡t i ❛♣rès
❧✬❤♦♠♦t❤ét✐❡✳
❆♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬❤♦♠♦t❤ét✐❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ré❛❧✐sé❡✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡✱ ❞❡
❢❛ç♦♥ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧✬❛❥♦✉t
❞❡ ❞❡✉① t❡r♠❡s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✸✱ q✉✐ ❡st tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❡♥
∂Z i
∂t
= Tdivs~v − ~v · ~∇sZ + α(νves − ν)− ζ ∂ν
∂t
, ✭✸✳✶✻✮
♦ù ν ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ❡t νves s♦♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ✐♥✐t✐❛❧✳
α ❡t ζ s♦♥t ❞❡✉① ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✳ P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❛❥♦✉té✱ s✐ ν > νves✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t
à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ t❡♥s✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ✈❛ ❞♦♥❝ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧✬❛✐r❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ q✉✐ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t
❣râ❝❡ à ❧✬❤♦♠♦t❤ét✐❡✱ ❡t ❛✐♥s✐ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t✱ ❝❛r ν = V
4π
3
( A
4π
)
3
2
✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡
♣❡r♠❡t ✉♥❡ st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ■❧ ❛ été ❝❤♦✐s✐ α = 500 ❡t ζ = 5.104∆t✱ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs ❛②❛♥t ❞♦♥♥é
❞❡s rés✉❧t❛ts s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ s❡r❛ ♣rés❡♥té à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳
❙✉✐t❡ à ❧❛ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ❡t ❡♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡
❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❛✉ ♥♦❡✉❞ i✱ à ❧✬✐♥st❛♥t (n + 1)∆t✱ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ Z∗i,n+1 ♣❛r ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥
Zi,n+1 − Z∗i,n+1
∆t
= α(νves − νn)− ζ νn+1 − νn
∆t
, ✭✸✳✶✼✮
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✳✾✱ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ❡st ❛♣♣r♦❝❤é ❝♦♠♠❡
❝❡❧✉✐ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✹✱ ❡t H ❡t ~n s♦♥t ❡st✐♠és ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r❝❡
❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r❝❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣rés❡♥té❡
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞ét❛✐❧❧❡r ❝♦♠♠❡♥t ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡
✈✐t❡ss❡✳
✸✳✸✳✹ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
▲♦rs ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✈♦✐s✐♥s à ✉♥ ✐♥st❛♥t ♥❡ ❧❡ r❡st❡♥t
♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ✢✉✐❞✐té ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à é✈✐t❡r ❞❡ tr♦♣ ❞é❢♦r♠❡r
❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ♥❡ s♦♥t ❞é♣❧❛❝és q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ♥♦té Gm✳
❊♥ ré❛❧✐s❛♥t ❝❡❝✐✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st
✹✸
♣❡r❞✉❡✱ ❝❡❝✐ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣❛r ✉♥
✢✉✐❞❡ ♣❛r❢❛✐t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ✶✶✳
P♦✉r ❛❞✈❡❝t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ❞✬♦r❞r❡ 1✳
❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ~r(i),n ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ iè♠❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛✉ nè♠❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❞❛♥s ❧❡
ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ♦♥ ❛
~r(i),n+1 = ~r(i),n+
[
~vGm +
(
~v(i),n − ~vGm
) · ~n(i)~n(i)]∆t, ✭✸✳✶✽✮
♦ù ~vGm ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ Gm✱ ❡t ~n(i) ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛✉ ♣♦✐♥t i✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t tr♦✐s ♣❛r❛♠ètr❡s ❧✐❜r❡s ❛ss♦❝✐és à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉❡
♥♦✉s ❡♠♣❧♦②♦♥s ✿ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ t❡♥s✐♦♥
T ✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡✉r ❝❤♦✐①✳
✸✳✸✳✺ ❈❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
❈❤♦✐① ❞✉ ♣❛r❛♠ètr❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❆✉ ♣❛r❛♠ètr❡ T ✐♥tr♦❞✉✐t à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✶✵ ❡st ❛ss♦❝✐é ❧❛ ❞✉ré❡ τinc =
ηextR0
T
✱ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞♦♥t
❧✬❛✐r❡ ❛ été ♠♦❞✐✜é❡ r❡♣r❡♥♥❡ s♦♥ ❛✐r❡ ❞❡ r❡♣♦s✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡✱ ❧♦rs ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❧✬❛✐r❡
❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡st❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✐❧❧❡ ❝❤♦✐s✐r τinc
♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t τc =
ηextγ˙R30
κ
❡t τec = 1γ˙ ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡t à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé✳
❉❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞é❝r✐t❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❧❛ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ ❡st τec✱ ❝❛r ❧❡s
♥♦♠❜r❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s Ca = τc
τec
s♦♥t ❛❧♦rs s✉♣ér✐❡✉rs à 10✳ ❊♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝
❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ s❡r❛ ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛
s✉✐t❡✳
P❛s ❞❡ t❡♠♣s
◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞♦✐t êtr❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t t❡♠♣s ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ τinc✳
❉❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
▲❡ ❞❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✱ q✉✐ ✜①❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ d ❡♥tr❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛
tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❞♦✐t êtr❡ s✉✣s❛♥t ♣❡t✐t ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s ❢♦r❝❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s s♦✐❡♥t ❞é❝r✐t❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ P❛r❛❧❧è❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❞♦✐t êtr❡ t❡❧ q✉❡ ♣❡♥❞❛♥t ✉♥ ♣❛s
❞❡ t❡♠♣s ❞❡✉① ♥÷✉❞s ❛❞❥❛❝❡♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ d✳ ❈❡❝✐
❡st ❧✐é ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥✱ q✉✐ ♣❡✉t ❣é♥ér❡r ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés✳
❉✉ré❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ❤♦♠♦t❤ét✐❡s
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥s❡r✈é s❛♥s
❧✬❤♦♠♦t❤ét✐❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ♣♦✉r {ν = 0, 95;λ =
1;Ca = 50}✱ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✱
s✉♣♣r✐♠❡r ❝❡s ❤♦♠♦t❤ét✐❡s ❝♦♥❞✉✐t ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥✈✐r♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❛✈❡❝
✶✶✳ ❈❡❝✐ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛♣s✉❧❡ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ▼➱❚❍❖❉❊❙ ❉❊ ❘➱❙❖▲❯❚■❖◆ ✹✹
✉♥❡ ♣❡♥t❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0, 5R30γ˙✳ P♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛
❞✉ré❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1
γ˙
✱ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
5%✳ ❈❡s ❤♦♠♦t❤ét✐❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♣♦✉r❝❡♥t✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡
✈és✐❝✉❧❡✳
❚❡♠♣s ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡
◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ r❡♠❛✐❧❧é❡ ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱
❛✉ ❝❛s ♦ù✱ ♠❛❧❣ré ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé✱ ✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ tr♦♣ ❣r❛♥❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❢❛❝❡s ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré✱ ❝❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡
♥❡ ❥♦✉❡ q✉✬✉♥ rô❧❡ ♠✐♥✐♠❡ ✭❝❢✳ ✻✳✶✮ ❡t ♥❡ ❞ét❛✐❧❧♦♥s ♣❛s ❝♦♠♠❡♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡
ré❛❧✐sé ✶✷✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r ❝♦♠♠❡♥t ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ❛✉ ❝❛s ❞❡
❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳
✸✳✸✳✻ ❊①t❡♥s✐♦♥ à ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s
✸✳✸✳✻✳✶ Pr✐♥❝✐♣❡
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞és♦r♠❛✐s
❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥té❣r❛❧❡s ✐ss✉❡s ❞❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st
vi(~r) = v
∞
i (~r) +
2∑
l=1
∫
Sl
Gij(~r − ~r′)fj(~r′)dA′, ✭✸✳✶✾✮
♦ù Sl r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ l ✶✸✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❛♣♣❛✲
r❛✐ss❛♥t ❧♦rs ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ à ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳
✸✳✸✳✻✳✷ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✈✐s à ✈✐s ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
▲♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❛♣♣❛r❛ît ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ q✉✐
❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s
à ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✐❧❧❡ ❝❤♦✐s✐r ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
s♦♠♠❡ts ❞❡ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ s♦✐t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✳
✸✳✸✳✻✳✸ ❉✐st❛♥❝❡ ✐♥t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❉❛♥s ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s s✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ |xi| ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r q✉✬✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♦♥ ♣✉✐ss❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❈❡❝✐
✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ |xi| ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱
♣❧✉s |xi| ❡st ❣r❛♥❞ ❡st ♣❧✉s ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❣r❛♥❞❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❝❤♦✐s✐ ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s s✉✐✈❛♥t ✿ ❧❡s ♣❡♥t❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ✜♥❛❧❡s ❞❡s ❝♦✉r❜❡s y(x) ❡t z(x) ❞♦✐✈❡♥t
✶✷✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ét❛♣❡s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ r❛❞✐❛❧❡ ❞✬✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ✐❝♦✲
s❛è❞r❡ r❛✣♥é s✉r ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ à ❧✬✐♥st❛♥t ❞✉ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡✳
✶✸✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ λ = 1✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳
✹✺
êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ❡♥ ✈❛❧❡✉r ❛❜s♦❧✉❡ à 1% ❞❡ ❧❛ ♣❡♥t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✉t✐❧✐sé✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✐❧ ❡st ❜❛sé
s✉r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✸✳✶✾✱ r❡❧❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s
❞❡ ❙t♦❦❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❡rt✐❡❧s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s ❞❡✈✐❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✱ ❡t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✶✾
♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ✶✹✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❛❧♦rs
♣❧✉s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ♠❡♥t✐♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s✳
✸✳✸✳✼ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s ✿ ❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s
P❛r♠✐ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ tr❛✐t❡r ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❡rt✐❡❧s✱ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥
❝❡❧❧❡s ❜❛sé❡s s✉r ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✢✉✐❞❡s✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ❞✐✛ér❡♥❝❡s ✜♥✐❡s ♦✉ ♣❛r é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✳ ❈❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s t❤ès❡s ❬✺✽❪ ❡t ❬✺✾❪✱ ❝♦♠❜✐♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s
♠❡♠❜r❛♥❡s ♣❛r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✜♥✐s✱ s❡✉❧ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠❡♠✲
❜r❛♥❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ✢✉✐❞❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ❛ été ❝♦♥s✐❞éré✳ ❯♥ r❛✣♥❡♠❡♥t
❧♦❝❛❧ ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ ❛❧♦rs ♣✉ êtr❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✱ q✉✐ s❡r❛✐t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ✜♥❡♠❡♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✜❧♠ ❧✐q✉✐❞❡
❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡s ré❣✐♦♥s ❧♦✐♥
❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❧à ♦ù ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✈❛r✐❡ ♣❡✉✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ q✉✐ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡s ❞❡r✲
♥✐èr❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ◆♦✉s ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r♦♥s
❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
✶✹✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ❢❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té✱ q✉✐ ♥✬❡st
♣❧✉s ✈❛❧✐❞❡ s✐ ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❡rt✐❡❧s s♦♥t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❞é❝r✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❡t ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ❞♦♥t ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❡ ❛ été ❞ét❛✐❧❧é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ❝♦♠♣❛rés ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ♣✉✐s à ❞❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳
▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❞ét❛✐❧❧♦♥s ❧❡s ét❛♣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✵❪✱ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺
♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝
✉♥❡ ét✉❞❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✶❪✱ ❡st
♣rés❡♥té❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♠❡t ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛②❛♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t
t❡❧ q✉❡ ν = 0, 95✱ ❧✬❡✛❡t ❞❡ t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s é❧❡✈é ❡st ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r
❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❡t ♥♦♠❜r❡s ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥t ❧✐❡✉❡s ❧❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ❡♥tr❡
❧❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❬✻✶❪ ❡t ❝❡✉① ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ν = 0, 95✳ ❯♥
❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛ été ♦❜t❡♥✉✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡r♠❡s ♣♦✉r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♣ré❝✐s❡s✱ ❡t ❞✬✉♥ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳
❊♥✜♥✱ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ❡♥❝♦r❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱
❡♥tr❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✾❪ ❡t ❬✻✷❪✳
▲❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡
❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✱ ♦♥t été ét✉❞✐és✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
q✉✐ s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛ été ♦❜t❡♥✉✳
✹✳✶ ➱t✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ ◆♦✉s
r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ǫ✱ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞é✜♥✐
à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✸✳✷✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ♦ù ǫ = 0✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
s♣❤ér✐q✉❡✳
✹✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
❙■▼P▲❊ ✹✽
✹✳✶✳✶ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ s♣❤ér✐q✉❡
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♠✐t❡ ♦ù ǫ = 0✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st s♣❤ér✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t
❧❡ r❡st❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s♣❤èr❡ ét❛♥t ❧❛ s❡✉❧❡ ❢♦r♠❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❛✐r❡ à
✈♦❧✉♠❡ ✜①é✱ ❞❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛✐r❡ ❡t ❞❡ s♦♥ ✈♦❧✉♠❡✱ ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
s♣❤ér✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❞é❢♦r♠❡r✳ ❈❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ❣♦✉tt❡
q✉✐✱ s♣❤ér✐q✉❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à éq✉✐❧✐❜r❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❝❡ ❝❛s ét❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✸❪✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉
❝❛s ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ s♦❧✐❞❡✱ ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ❞❡s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts ✐♥t❡r❢❛❝✐❛✉① ❛✈❡❝ ❞✉ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱
♠❛✐s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♥❡ ❣é♥èr❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧s ♠♦✉✈❡♠❡♥ts✳
❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ~v∗ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ❡t ~v ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❞❛♥s ❧❡
ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ (O,~ex, ~ey, ~ez)✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✺✱ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ♦♥t été ❛❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡s ♣❛r R0✱ ❧❡s ✈✐t❡ss❡s ♣❛r R0γ˙✱ ❡t ❧❡s ♣r❡ss✐♦♥s ♣❛r
ηextγ˙✳
▲❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡ ét❛♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ✐❧s
♣❡✉✈❡♥t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✐t❡ ❞❡ ▲❛♠❜✱ ❞é♠♦♥tré❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❈ ✿
~v∗ =
∞∑
n=1
[
~∇χ∗n ∧ ~r′ + ~∇φ∗n +
n+ 3
2(n+ 1)(2n+ 3)
r′2~∇p∗n −
n
(n+ 1)(2n+ 3)
~r′p∗n
]
, ✭✹✳✶✮
❡t
~v =
∞∑
n=1
[
~∇χ−n−1 ∧ ~r′ + ~∇φ−n−1 −
n− 2
2n(2n− 1)r
′2~∇p−n−1 +
n+ 1
n(2n− 1)
~r′p−n−1
]
+ ~v∞,
✭✹✳✷✮
❛✈❡❝ ~r′ = ~r − ~rG✱ ~r ét❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡t ~rG ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉
❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶✳ χ∗n, φ
∗
n, p
∗
n, χn, φn ❡t pn s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
✷
❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré n✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s p∗n ❡t p−n−1 s♦♥t ❛ss♦❝✐és à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ p∗ =
∑∞
n=0 p
∗
n ❡t p =
∑∞
n=1 p−n−1✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱
~vG =
1
Vves
∫
V
~v∗dV ✱ ❡t ❛✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ✹✳✶✱
~vG = ~∇φ∗1 +
1
10
~∇p∗1. ✭✹✳✸✮
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ét❛♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♥✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s sé♣❛r❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s r❛❞✐❛❧❡s ❡t ❛♥❣✉❧❛✐r❡s s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝❡ q✉✐
s✐♠♣❧✐✜❡r❛ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✿
χ∗n(r, θ, φ) = r
nQ∗n(θ, φ),
φ∗n(r, θ, φ) = r
nS∗n(θ, φ),
p∗n(r, θ, φ) = r
nT ∗n(θ, φ),
χ−n−1(r, θ, φ) = r
−n−1Qn(θ, φ),
φ−n−1(r, θ, φ) = r
−n−1Sn(θ, φ),
p−n−1(r, θ, φ) = r
−n−1T n(θ, φ),
✶✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ G ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t t❡❧ q✉❡
−−→
❖● = 1
Vves
∫
V
~rdV ✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡
ét❛♥t ❝♦♥st❛♥t❡✳
✷✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s✐ ∆f = 0✳
✹✾
♦ù Q∗n, S
∗
n, T
∗
n , Qn, Sn, T n s♦♥t ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré n✱ θ
❡t φ ét❛♥t ❧❡s ❛♥❣❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ~r′ ✸✳
◆♦✉s é❝r✐✈♦♥s ❛✉ss✐ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ▲❛♠❜ ✿
~v∞ = ~∇φ∞1 + ~∇χ∞1 ∧ ~r′ + ~∇φ∞2 , ✭✹✳✹✮
❛✈❡❝ φ∞1 = rS
∞
1 ✱ S
∞
1 = sin θcosφ✱ χ
∞
1 = rQ
∞
1 ✱ Q
∞
1 =
1
2
cos θ✱ φ∞2 = r
2S∞2 ❡t
S∞2 =
1
2
sin θ2 cosφ sinφ✳
◆♦✉s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s ❡♥✜♥ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ✿
Z =
∞∑
n=0
Zn, ✭✹✳✺✮
♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Zn ❡st ✉♥❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré n✳
❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
❉ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦r❞r❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡s ❡st ❞❡ s❡♣t ❀ ❧❡s tr♦✐s ❤❛r✲
♠♦♥✐q✉❡s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❡①tér✐❡✉r✱ ❧❡s tr♦✐s ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✐♥tér✐❡✉r✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡
t❡♥s✐♦♥✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❝❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦r❞ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♣rés❡♥té❡s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ✐♥❞✐q✉é❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
✕ ✭✐✮ ✿ ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡ s✉r ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡
✕ ✭✐✐✮ ✿ ❧✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡ s✉r ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡
✕ ✭✐✐✐✮ ✿ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡ ❡t
❡①t❡r♥❡✱ s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✕ ✭✐✈✮ ✿ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✕ ✭✈✮ ✿ ❧✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
◆♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❈❡ ❝❛s ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛ ❢♦r♠❡ s♣❤ér✐q✉❡✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ ❞é❢♦r♠❡r
❤♦rs ❞❡ s♦♥ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝♦♠❜✐♥é❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡t
❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳ ■❧ s❡r❛✐t ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡
▲❛❣r❛♥❣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧ ♥✉❧ ✹
❆♣rès ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦♥❣s✱ ❜❛sés s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤é✲
r✐q✉❡s✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✮ ét❛♥t ❞ét❛✐❧❧é à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❋✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s
❝♦♥❞✉✐s❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s ✿
✸✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❡st ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ s♣❤ér✐q✉❡
à ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✳
✹✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✹❪✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
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∞∑
n=1
[nS∗n +
n
2(2n+ 3)
T ∗n−S∗1 −
1
10
T ∗1 ] = 0, ✭✹✳✻✮
S∞1 + 2S
∞
2 +
∞∑
n=1
[−(n+ 1)Sn + n+ 1
2(2n− 1)Tn−S
∗
1 −
1
10
T ∗1 ] = 0, ✭✹✳✼✮
∞∑
n=1
[ǫijkQ
∗
n,jrk + S
∗
n,i +
n+ 3
2(n+ 1)(2n+ 3)
T ∗n,i] = ǫijkQ
∞
1,jrk + S
∞
1,i + S
∞
2,i
+
∞∑
n=1
[ǫijkQn,jrk + Sn,i −
n− 2
2n(2n− 1)Tn,i] , ✭✹✳✽✮
∞∑
n=1
λ[(n− 1)ǫijkQ∗n,jrk + 2(n− 1)S∗n,i +
n(n+ 2)
(2n+ 3)(n+ 1)
T ∗n,i] = 2S
∞
2,i
+
∞∑
n=1
[−(n+ 2)ǫijkQn,jrk − 2(n+ 2)Sn,i +
n2 − 1
n(2n− 1)Tn,i]−
∞∑
n=0
Zn,i , ✭✹✳✾✮
∞∑
n=1
[n(n− 1)S∗n +
n(n+ 1)
2(2n+ 3)
T ∗n ] = 0, ✭✹✳✶✵✮
♦ù ǫijk = (−1)k✱ k ét❛♥t ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡
(i; j; k) à (1; 2; 3)✳ ✺
▲❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ ❞✐✛ér❡♥ts ét❛♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
❞❛♥ts✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✉ss✐ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s t❡r♠❡s
❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ǫijk ✻✳
❆♣rès rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
S∗1 = S
∞
1 ,
Q∗1 = Q
∞
1 ,
S2 = −S∞2 ,
T 2 = −10S∞2
Z2 = −5
2
S∞2 ,
❡t t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ♥✉❧s✳
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ S∗✱ Q∗ ❡t T ∗ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡
❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ~v(~rG)✱ ❡t
❞✬✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ✈✐t❡ss❡ ❞❡ r♦t❛t✐♦♥ ✐♥st❛♥t❛♥é❡ ~ω
∞
2
✱ ♦ù ~ω∞ = ~∇ × ~v∞ ✼ ❡st ❧❡
✈❡❝t❡✉r ✈♦rt✐❝✐té ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé✳
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ s♦❧✐❞❡✱ ❧❡
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ét❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ét✉❞✐é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✻✻❪✳ ❆✐♥s✐✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ s♣❤ér✐q✉❡ ♣✉✐ss❡ ❞✐✛ér❡r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡
s♦❧✐❞❡✱ ❝❡tt❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♥✬❡st ♣❛s ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡✳
P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✹✳✶ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ s❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ✽✱ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ (G,~ex, ~ey, ~ez)✳
✺✳ ❈❡ s②♠❜♦❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐t❛✳
✻✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡
♣s❡✉❞♦✲✈❡❝t❡✉rs✱ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡ s✐❣♥❡ s✉✐t❡ à ✉♥❡ s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ♣❧❛♥✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s
t❡r♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs✱ ✐♥✈❛r✐❛♥ts ♣❛r ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡ ❬✻✺❪✳
✼✳ ~∇× ❡st ✐❝✐ ❧✬♦♣ér❛t❡✉r r♦t❛t✐♦♥♥❡❧✳
✽✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❡st t❛♥❣❡♥t❡ ❡♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ♣♦✐♥ts ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳
✺✶
▲✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✭①●②✮
▲✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛
✈és✐❝✉❧❡✳ ▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥
✉♥✐té R0γ˙✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ s♣❤ér✐q✉❡
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ❢♦r❝❡s ❡①❡r❝é❡s
♣❛r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡ s✉r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①❡r❝é❡s ♣❛r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡ s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ❞❡s
✈❡❝t❡✉rs ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ ❡♥ ✉♥✐té ηextγ˙✳
❈❡tt❡ ré♣❛rt✐t✐♦♥ ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ é❧♦♥❣❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱
❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✸ ✾✳
◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥❣❡♥❞r❡ ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❡t
❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ é❧♦♥❣❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡①❡r❝❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s ❞❡ tr❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ~ex+~ey√
2
✱ ❡t ❞❡s
❢♦r❝❡s ❞❡ ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ~ex−~ey√
2
✳ ❆♣rès ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝❛s ❧✐♠✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞✐✜é❡ ♣❛r ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①❡r❝é❡s ♣❛r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
✾✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✬é❝r✐t ~v∞ = ~v∞el + ~v
∞
rot✱ ❛✈❡❝ ~v
∞
el =
γ˙
2 (y~ex + x~ey) ❡t ~v
∞
rot =
γ˙
2 (y~ex − x~ey)✳
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❙■▼P▲❊ ✺✷
= +
v
x x x
y y y
cisaillement simple   composanteélongationnelle
  composante
  rotationnelle
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡♥ ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥
❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t é❧♦♥❣❛t✐♦♥♥❡❧ ❡t ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t r♦t❛t✐♦♥♥❡❧
✹✳✶✳✷ ❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡
✹✳✶✳✷✳✶ ❈❛s ❣é♥ér❛❧
➚ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡
❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s ♣♦✉r
❧❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡✱ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ✭✐✮ ✿ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡
s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✕ ✭✐✐✮ ✿ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡
s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✕ ✭✐✐✐✮ ✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r
❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✕ ✭✐✈✮ ✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✐❡❧❧❡ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r
❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✕ ✭✈✮ ✿ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✕ ✭✈✐✮ ✿ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡
✕ ✭✈✐✐✮ ✿ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡①t❡r♥❡ t❡♥❞ ✈❡rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♠♣♦sé ❛✉ ❧♦✐♥ ❞❡
❧❛ ✈és✐❝✉❧❡
▲✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss✐t❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ P❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❜❛sé❡
s✉r ✉♥ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ét❛♥t ❛✉ ❜❛r②❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳
❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡
❆✜♥ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é
(G,~ex, ~ey, ~ez)✱ ❞♦♥t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ G ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳ ▲❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡
♣❡✉t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r : [0; π] × [0; 2π[→ R3✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♥♦té M ✱ ❞❛♥s Rv✱ s♦✐❡♥t (r(θ, φ), θ, φ)✳ ❯♥ s❝❤é♠❛
❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✹ ✶✵✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ r ✈ér✐✜❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
~0 =
∫ π
θ=0
∫ 2π
φ=0
∫ r(θ,φ)
r′=0
r′~er′dV
=
∫
θ,φ
r4
4
~er′ sin(θ)dθdφ. ✭✹✳✶✶✮
✶✵✳ ❖♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡ r✐❞❡s s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♦ù ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✳
✺✸
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ P❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ f ✱ t❡❧❧❡ q✉❡
r(θ, φ, t) = 1 + f(θ, φ, t). ✭✹✳✶✷✮
f ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✐r❡ t♦t❛❧❡✱ q✉✐ s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ∫ π
θ=0
∫ 2π
φ=0
∫ 1+f(θ,φ)
r′=0
r′2 sin θdr′dφdθ =
4π
3
, ✭✹✳✶✸✮
❡t ∫ π
θ=0
∫ 2π
φ=0
r2
√
1 + ||~∇Sf ||2 sin θdφdθ = 4π + ǫ2. ✭✹✳✶✹✮
❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s s♣❤ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡ s♦✉s ❧❡s ❢♦r♠❡s ✹✳✶ ❡t ✹✳✷✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❛r❛❝tér✐s❡r f
❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s❡r✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♥s✐♦♥✱ ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s✱
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
f(θ, φ) =
∞∑
l=0
l∑
m=−l
flm(θ, φ)Ylm, ✭✹✳✶✺✮
♦ù ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Ylm ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s✉r❢❛❝✐q✉❡s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✱ ❛✉ s❡♥s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ < g, h >=
∫ π
θ=0
∫ 2π
φ=0
gh∗ sin θdθdφ ✶✶✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦♥ s♣❤ér✐q✉❡✱ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s
❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮✲✭✈✐✮ ✶✷✱ s✬❛✈èr❡ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡✱ ❝❛r
✐❧ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♦r❞r❡s✳ ❈❡❝✐ ❡st ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡s
s②stè♠❡s à ❢♦r♠❡ ❧✐❜r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✐❝✐✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡✱ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡✱ ❡♥ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞✉ ❝❛s s♣❤ér✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛❧❧❡r ♣❧✉s
❧♦✐♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t✳
➱t✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣♦st✉❧❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ǫ ét❛♥t
❧❛✐ssé ❧✐❜r❡✱ f ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t ✿
f(θ, φ, t) =
+∞∑
k=1
f (k)(θ, φ, t)ǫk, ✭✹✳✶✻✮
✶✶✳ g∗ ✐♥❞✐q✉❡ ✐❝✐ ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉é ❞❡ g✳
✶✷✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✈✐✐✮ ❡st ❞é❥à ✐♠♣❧é♠❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✹✳✷✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
❙■▼P▲❊ ✺✹
♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ 0 ❡st ♥✉❧✱ ❝❛r s✐ ǫ = 0✱ f = 0✳
P♦✉r ǫ s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ f s♦✐t ❜✐❡♥
❞é❝r✐t ♣❛r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✹✳✶✻✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡♥
♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s ♣r❡♠✐❡rs t❡r♠❡s✳ ➚ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ 1✱ ♠♦❞✐✜é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
✐♠♣♦sé✳ ❈❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡❧❧❡s ét✉❞✐é❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✵❪✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s
❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❝❡❧❧❡ à ✑❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é✏✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s à ❧✬♦r❞r❡ 2✱ ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✶❪✳
✹✳✶✳✷✳✷ ❉②♥❛♠✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é
❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
➚ ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é✱ f ❡st ❝❤❡r❝❤é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
f = f (1)ǫ+ f
(2)
00 ǫ
2, ✭✹✳✶✼✮
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❝♦♥s❡r✈és à ❧✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ǫ ✶✸✳
▲❡ t❡r♠❡ f (2)00 ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉✐ss❡ s❡ ❝♦♥s❡r✈❡r à ❧✬♦r❞r❡
s♦✉❤❛✐té✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✳✶✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡
f˜ ✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ✹✳✶✸ ✐♠♣❧✐q✉❡
4π
3
=
4π
3
(1 +
f˜00√
4π
)3 +
+∞∑
l=1
l∑
m=−l
|f˜lm|2 +❖(ǫ3). ✭✹✳✶✽✮
➚ ❧✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ǫ✱ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡
f
(2)
00 = −
1√
4π
+∞∑
l=1
l∑
m=−l
|f (1)lm |2, ✭✹✳✶✾✮
❡t ❛✐♥s✐✱ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡
f
(2)
00 ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✹✳✶✼✳
➚ ❧✬♦r❞r❡ 1 ❡♥ ǫ✱ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✹✳✶✽ ✐♠♣♦s❡ ❛✉ss✐
f
(1)
00 = 0. ✭✹✳✷✵✮
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ✹✳✶✶ ❝♦♥❞✉✐t✱ à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❡♥ ǫ✱ à∫
S
f (1)~rdS = ~0, ✭✹✳✷✶✮
✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ❞❡ f (1) s♦♥t ♥✉❧❧❡s✳
P♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ f˜ ✱ ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❉✳✷✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ s✬é❝r✐t
4π + ǫ2 = 4π(1 +
f˜00√
4π
)2 +
+∞∑
l=0
l∑
m=−l
|f˜lm|2
(
1 +
l(l + 1)
2
)
+❖(ǫ3). ✭✹✳✷✷✮
✶✸✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❝❡tt❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s é❝❛rts ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❛✉①
✈❛❧❡✉rs ✐♠♣♦sé❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❖(ǫ3)✳
✺✺
❉❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s♦✐t ✈ér✐✜é❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ✹✳✶✾✱ q✉❡ ✿
∞∑
l=0
l∑
m=−l
(l + 2)(l − 1)
2
|f (1)lm |2 = 1. ✭✹✳✷✸✮
❉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❣é♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ f ✹✳✶✼ ❡st ❞♦♥❝
s✐♠♣❧✐✜é ❡♥ ✿
f(θ, φ, t) =
∞∑
l=2
l∑
l=l
f
(1)
lm (θ, φ, t)ǫ+ f
(2)
00 ǫ
2, ✭✹✳✷✹✮
❛✈❡❝ f (2)00 ❡t ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts f
(1)
lm ✈ér✐✜❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✹✳✶✾ ❡t ✹✳✷✸✳
❈❡ t②♣❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛ été ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❣♦✉tt❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✸❪ ✶✹✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✼❪✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à
❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✹✳✷✹✱ ❛❞❛♣té ❛✉①
t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ❡st ♣rés❡♥té à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❊✳
❈❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡
▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✹✳✷✹ ♥❡ ♣❛r❛ît ♣❛s ❧❛ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ♣✉✐sq✉❡ q✉❛♥❞ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ r✐❣✐❞❡
✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✮✱ ❡t q✉✬❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s s❛ ❢♦r♠❡ ❡st ❞❡ ♠♦✐♥s ❡♥ ♠♦✐♥s é❧♦✐❣♥é❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ s♣❤èr❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✉
ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ s♦✐t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ǫ✳ ■❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❛❞❛♣té ❞❡ ✓ ♠❡ttr❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❧❡
t❡♠♣s ✔❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t˜ = t
ǫ
✳ ◆♦✉s ❧❡ ré❛❧✐s♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❛♥s t♦✉t❡s
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✱ ❡t ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f˜(θ, φ, t˜) =
f(θ, φ, t
ǫ
) ♦❜t❡♥✉❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
f˜(θ, φ, t) = f˜ (1)(θ, φ, t˜)ǫ+ f˜ (2)(θ, φ, t˜)ǫ2, ✭✹✳✷✺✮
♦ù ❧❡s f˜ (k)(θ, φ, t˜) s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ǫ✳ P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❛✜♥ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❡r
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦♠❡ttr♦♥s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ✱˜ ❡t ✐♥❞✐q✉❡r♦♥s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s à ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
❆✉① ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡ ❡t ❡①t❡r♥❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ t❡♥s✐♦♥✱
s♦♥t ❛✉ss✐ ❛ss♦❝✐és ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ❞❡ ❝❡✉① ♣♦✉r ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❡t ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Z =
∞∑
k=−1
Z(k)ǫk,
p∗ =
∞∑
k=−1
p∗(k)ǫk,
p =
∞∑
k=−1
p(k)ǫk.
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ✉♥ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ 1
ǫ
✳ P♦✉r ❧❛ t❡♥s✐♦♥✱ ❝❡❝✐
❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ q✉❛♥❞ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs ✵✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
✶✹✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ♥✬❡st ❛❧♦rs ♣❛s ✐♠♣♦sé❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
❙■▼P▲❊ ✺✻
❢❛✐❜❧❡s ✭❡❧❧❡s s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ❖(ǫ)✮✱ ❡t ♣♦✉r ❝♦♠♣❡♥s❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❧✐é❡s
à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ✭❞✬♦r❞r❡ ❖(1)✮✱ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞♦✐t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s ❡♥
♣❧✉s é❧❡✈é❡✳ ❈❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❣♦✉tt❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱
q✉✐ s❡ ❞é❢♦r♠❡ ❞✬❛✉t❛♥t ♠♦✐♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❛ss♦❝✐é à s❛ t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧❡
σ✱ s♦✐t ηextγ˙R0
σ
✱ ❡st ♣❡t✐t✳ P❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❣♦✉tt❡ ❛✉ r❡♣♦s✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡
λp∗ − p = 2σ
R0
✶✺✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦r❞r❡ −1 ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥
s♦✐t ❛✉ss✐ ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❆✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s {Q∗n, S∗n, T ∗n , Qn, Sn, T n, Zn} ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡s
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s✱ ✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ ❡♥❝♦r❡
à ❧❡s ❝♦✉♣❧❡r ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ✐♥❞✐q✉é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✶✳
❖❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❡t ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛r ❧❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣✉✐s✲
s❛♥❝❡s ❡♥ ǫ ✶✻✳ ❈❡tt❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❡✉t✲êtr❡ ré❛❧✐sé❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❚❛②❧♦r
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ à ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❡♥tr❡ ~er′ ❡t (1 + f)~er′ ✶✼✳ ❈❡tt❡
♠ét❤♦❞❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✻✸✱✻✼❪ ♣♦✉r ❞❡s ❣♦✉tt❡s✱ ❬✻✽✱✻✾❪ ♣♦✉r
❞❡s ❝❛♣s✉❧❡s✱ ❡t ❬✺✷✱✻✵✱✼✵✕✼✷❪ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ♣rés❡♥té ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉✐té ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳
P♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡①t❡r♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
~v(~rM) = ~v((1 + f) ~er′)
= ~v(~er′) + ~∇~v(~er′) · ~er′f +❖(ǫ2), ✭✹✳✷✻✮
❛✈❡❝ ~rM =
−−→
GM ✳
■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♥❡ ~v∗✳
➚ ❧✬♦r❞r❡ 0 ❡♥ ǫ✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮✲✭✐✐✮ ✭❝❢✳ ♣❛❣❡ ✺✷✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝
~v
(0)
(er′) = ~v∗
(0)
(er′)✳
▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❞✬é❣❛❧✐té ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ✭✈✐✮✱ q✉✐ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥
1
ǫ
∂f
∂t
+ (~v − ~vG) · ~∇Sf = (~v − ~vG) · ~er′ , ✭✹✳✷✼✮
❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ét❛♥t ♣rés❡♥té❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ●✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧✬♦r❞r❡ 0 ❡♥ ǫ✱
∂f (1)
∂t
= (~v
(0) − ~v(0)G ) · ~er′ . ✭✹✳✷✽✮
▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ f (1) ♥✬❡st ❞♦♥❝ ❧✐é❡ q✉✬❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬♦r❞r❡ 0 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❈❡s
❞❡r♥✐❡rs ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥és✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ f (1) ❡t ❞❡ Z(−1)0 ✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✭✐✮✲✭✈✮ ✶✽✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡s é❝r✐r❡ à ❧✬♦r❞r❡ 0 ❡♥ ǫ✱ ❧❛
✶✺✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✑❧♦✐ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡✑✳
✶✻✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✻✺❪✱ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ✓ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡
❞♦♠❛✐♥❡ ✔✳
✶✼✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❛❧♦rs ❞❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts C∞ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ~v ❡t ~v∗✱ q✉✐ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❡✉✈❡♥t ♥❡
♣❛s êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ~rG + ~er′ ✳
✶✽✳ Z(−1)0 s❡r❛ ❞ét❡r♠✐♥é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✹✳✷✸✱ ❧✐é❡ à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ à
❧✬♦r❞r❡ 2✳
✺✼
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✐✈✮ ét❛♥t ❛✉ss✐ é❝r✐t❡ à ❧✬♦r❞r❡ −1✱ ✐♠♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ λT ∗(−1)0 = 2Z(−1)0 ✳ ❯♥❡
❛tt❡♥t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞♦✐t êtr❡ ♣♦rté❡ ❛✉① éq✉❛t✐♦♥s tr❛❞✉✐s❛♥t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ♠é❝❛♥✐q✉❡✱
♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ ✵ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ −1 ♣♦✉r ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ♣♦✉r ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ s②stè♠❡ ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛s s♣❤ér✐q✉❡✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✐✮✲✭✈✐✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✿
∞∑
n=1
[nS∗n
(0) +
n
2(2n+ 3)
T ∗n
(0) + (n+ 1)Sn
(0) − n+ 1
2(2n− 1)Tn
(0)
] = S∞1
+2S∞2 , ✭✹✳✷✾✮
∞∑
n=1
[ǫijkQ
∗(0)
n,jrk + S
∗(0)
n,i +
n+ 3
2(n+ 1)(2n+ 3)
T ∗
(0)
n,i] = ǫijkQ
∞
1,jrk
+S∞1,i + S
∞
2,i +
∞∑
n=1
[ǫijkQ
(0)
n,jrk + Sn,i
(0) − n− 2
2n(2n− 1)T
(0)
n,i] , ✭✹✳✸✵✮
∞∑
n=1
λ[(n− 1)ǫijkQ∗(0)n,jrk + 2(n− 1)S∗(0)n,i +
n(n+ 2)
(2n+ 3)(n+ 1)
T ∗
(0)
n,i] = 2S
∞
2,i
+
∞∑
n=1
[−(n+ 2)ǫilkQ(0)n,jrk − 2(n+ 2)S
(0)
n,i +
n2 − 1
n(2n− 1)T
(0)
n,i] +
∞∑
n=0
Z
(0)
n,i , ✭✹✳✸✶✮
∞∑
n=1
λ[2n(n− 1)S∗(0)n +
n2 − n− 3
2n+ 3
T ∗(0)n ]−λT ∗(0)0 = 4S∞2
+
∞∑
n=1
[2(n+ 1)(n+ 2)S
(0)
n −
n2 + 3n− 1
2n− 1 T
(0)
n ]−
∞∑
n=0
[2Z(0)n + (n− 1)(n+ 2)Z(−1)0 f (1)n ] , ✭✹✳✸✷✮
∞∑
n=1
[n(n− 1)S∗(0)n +
n(n+ 1)
2(2n+ 3)
T ∗(0)n ] = 0, ✭✹✳✸✸✮
∞∑
n=1
[
∂f
(1)
n
∂t
− nS∗(0)n −
n
2(2n+ 3)
T ∗(0)n +S
∗
1
(0) +
1
10
T ∗1
(0)] = 0. ✭✹✳✸✹✮
◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉✬à ❝❡t ♦r❞r❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ♥✉❧❧❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉
❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ∆sH = 0 ❡t H2 = K✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
♥✉❧❧❡ ❞✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✳✶✷✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♣❤ér✐q✉❡✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
s②stè♠❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✐sé❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❞é❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♦r❞r❡s ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✷✾✲✹✳✸✸ ♣♦✉r
❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ✐♥❝♦♥♥✉❡s ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡ t❡♥s✐♦♥s✱ ❤♦r♠✐s Z(−1)0 ✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ f (1)n ❡t Z
(−1)
0 ✳ ❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✹✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ r❡♠♣❧❛❝❡r S
(0)
n ❡t T
(0)
n ♣❛r ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ♦r❞r❡s✱ s❡✉❧❡s ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
s♣❤ér✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 1 ❡t 2 s♦♥t ❡①❝✐té❡s✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦r❞r❡s s✉♣ér✐❡✉rs à 2 ❞é❝r♦✐ss❛♥ts
❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✶✾✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r à ❝❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r s✉♣♣♦s❡r
q✉❡ f (1) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r
ét✉❞✐❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡✳
▼♦✉✈❡♠❡♥t ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡
❊♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✾✲✹✳✸✸ ♣♦✉r ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡
✶✾✳ ❈❡❝✐ ❡st ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✷❪✱ ♦ù ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s λ = 1✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
❙■▼P▲❊ ✺✽
1✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s♣❤ér✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
S∗1 = S
∞
1 , ✭✹✳✸✺✮
T ∗1 = 0. ✭✹✳✸✻✮
❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✱ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ à ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ✿
~vG = ~v
∞(G). ✭✹✳✸✼✮
◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s s✐ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st ♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ♦ù ✐❧ ② ❛ à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡✱ ❡t ✉♥❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥
❧❛tér❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✸❪✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t
❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✳
➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❊♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✾✲✹✳✸✸ ♣♦✉r ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ f (1)2 ✿
∂f
(1)
2
∂t
=
24
23λ+ 32
(5S∞2 − Z(−1)0 f (1)2 ). ✭✹✳✸✽✮
P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ f (1)2 ✱ ❛❞♦♣t❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✵❪✱ q✉❡
♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦r♠❡✱ f (1)2 ❡st é❝r✐t❡ à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡♥s❡✉r s②♠étr✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡r❛ F (1) ✷✵✱ t❡❧ q✉❡ ✿
f
(1)
2 (θ, φ) = 3F
(1)
ij r
′
ir
′
j, ✭✹✳✸✾✮
♦ù ~r′ =
−−→
GM ✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ M ❞❛♥s (G,~ex′ , ~ey′ , ~ez′) ét❛♥t (1, θ, φ)✱ ❡t
F (1) = F
(1)
ij
~e′i ⊗ ~e′j✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✽✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ F (1)ij =
∫
Ω f
(1)
2 r
′
ir
′
jdΩ∫
Ω(r
′
ir
′
j)
2dΩ
=
∫
Ω f
(1)
2 r
′
ir
′
jdΩ
4π
15
✷✶✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ F (1)✱ ♦ù ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ t = ǫt˜ ✿
ǫ
∂F (1)
∂t
=
20e∞ − 24Z(−1)0 F (1)
23λ+ 32
. ✭✹✳✹✵✮
❙②♠étr✐❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧
❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✵✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❞ét❡r♠✐♥❡r Z(−1)0 ✱ ✐♥tér❡ss♦♥s ♥♦✉s à s❛
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✉ ré❢ér❡♥t✐❡❧ (O,~ex, ~ey, ~ez) à ✉♥ ré❢ér❡♥t✐❡❧ t♦✉r✲
♥❛♥t (O,~e∗x(t), ~e
∗
y(t), ~e
∗
z(t))✱ ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ Q(t)✱ t❡❧❧❡ q✉❡ Q(t)ij =
~e∗i (t) · ~ej✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞✐♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ✹✳✹✵ r❡st❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♠ê♠❡✱
✷✵✳ ❈❡t ♦❜❥❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ♥♦té F (1)ij ~ei ⊗ ~ej ✱ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ 3 × 3 ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
F
(1)
ij ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ (~e1, ~e2, ~e3)✳
✷✶✳ dΩ ❡st ❧✬❛♥❣❧❡ s♦❧✐❞❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ sin θdθdφ✳
✺✾
♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ F (1) ❡t e∞ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡✲
♠❡♥t ❡♥ Q(t)F (1)Q(t)T ❡t Q(t)e∞Q(t)T ✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❡♥s❡✉r ∂F
(1)
∂t
✷✷✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t r♦t❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✵ ♥❡ ❞é❝r✐t ♣❛s
✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ r✐❣✐❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ q✉✐ ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛tt❡♥❞✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧à✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ s♦✐t ❛❜s❡♥t❡
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥❝♦❤ér❡♥t ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ tr♦♥q✉❛♥t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❞❡s s②♠étr✐❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡s✳ ❉❛♥s ❧✬ét✉❞❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é✱
✐❧ ❡st ❛❥♦✉té à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✵ ✉♥ ❞❡s t❡r♠❡s ✐ss✉ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥
r♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
rét❛❜❧✐r ❝❡tt❡ s②♠étr✐❡✳
➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♠♦❞✐✜é❡ ✿
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✵❪✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r f ❝♦♥s✐st❡ à ❛❥♦✉t❡r ✉♥
t❡r♠❡ f (2)2 ǫ
2 à ❧❛ ❢♦r♠❡ ✹✳✶✻✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ à ❧✬♦r❞r❡ 3✳ ▲✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ F ✷✸ ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✵✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡
t❡♠♣♦r❡❧❧❡ ∂F
∂t
❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é❡
✓ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❏❛✉♠❛♥♥ ✔✱ ♥♦té❡ DF
Dt
✱ ❡st ❞é✜♥✐❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ✷✹
DF
Dt
=
∂F
∂t
+ F · Ω∞ − Ω∞ · F. ✭✹✳✹✶✮
❉✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❛✉ss✐✱ ❞✬♦r❞r❡ ❖( ǫ
λ
)✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❜✐❡♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ✷✺✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ t❡♠✲
♣♦r❡❧❧❡ ❡♥ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ❝♦r♦t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
ǫ
DF
Dt
=
20e∞ − 24Z(−1)0 F
23λ+ 32
. ✭✹✳✹✷✮
❉✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦✐❡♥t ❞✬♦r❞r❡ ❖( ǫ
λ
)✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡
q✉❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s♦✐t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❣r❛♥❞s r❛♣♣♦rts ❞❡
✈✐s❝♦s✐té✱ ❛✈❡❝ 1
λ
= ❖(ǫ) ✷✻✳ ◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈❡r♦♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✳
❈❛❧❝✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t Z(−1)0 ✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✹✳✷✸✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
F : F = FijFij =
10
96π
. ✭✹✳✹✸✮
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✷✮ ❛✈❡❝ F ✱ s♦✐t
ǫ
DF
Dt
: F =
20e∞ : F − 24Z(−1)0 F : F
23λ+ 32
. ✭✹✳✹✹✮
✷✷✳ F ❡t e s♦♥t ❞❡s t❡♥s❡✉rs ❞✐ts ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ∂F
∂t
♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❉❡s ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✼✹❪✳
✷✸✳ F ❡st ❛❧♦rs ❧❡ t❡♥s❡✉r ❛ss♦❝✐é à ❧✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ 2 f
ǫ
= f (1) + f (2)ǫ✳
✷✹✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ Ω∞ ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r Ω✱ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ✈♦rt✐❝✐té ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❡t ♥♦♥
s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé✳
✷✺✳ ❖♥ ❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t DF
∗
Dt
= D(QFQ
T )
Dt
= QDF
Dt
QT ✱ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r
❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
Ω∞∗ = QΩ∞QT + Q˙QT ❬✼✹❪✳
✷✻✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛s 1
λ
= ❖(ǫ) ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡
t❡r♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
❙■▼P▲❊ ✻✵
❖r DF
Dt
: F = 0✱ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ✹✳✹✸✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
F · Ω∞ − Ω∞ · F ❡t F s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡♥s❡✉r ét❛♥t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡ ✷✼ ❡t ❧❡
s❡❝♦♥❞ s②♠étr✐q✉❡✳ ❆✐♥s✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✹✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s
Z
(−1)
0 = 8πe
∞ : F. ✭✹✳✹✺✮
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♣♦✉r F ✿
ǫ
DF
Dt
=
20e∞ − 192π(e∞ : F )F
23λ+ 32
. ✭✹✳✹✻✮
▲❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣ré❞✐t❡s ♣❛r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥t été ét✉❞✐é❡s
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✵❪✳ ◆♦✉s ❧❡s rés✉♠♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❉②♥❛♠✐q✉❡s ♣ré❞✐t❡s
❘é❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
P♦✉r ǫ ✜①é✱ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s
♠❡♠❜r❛♥❡s s✐ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ λ˜c ❞é✜♥✐ ♣❛r ✷✽ ✿
λ˜c = λc − 32
23
, ✭✹✳✹✼✮
❛✈❡❝
λc =
√
30π
8
23ǫ
. ✭✹✳✹✽✮
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✷ ♣♦✉r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ❝♦♥s✐❞éré✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✿
Fxx = −Fyy = (23λ+ 32)ǫ
192π
, ✭✹✳✹✾✮
Fxy = Fyx =
1
24
√
30
π
√
1− ( λ
λ˜c
)2, ✭✹✳✺✵✮
Fxz = Fzx = Fyz = Fzy = Fzz = 0. ✭✹✳✺✶✮
❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r ♦❜s❡r✈é❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱
❞é❝r✐t❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ −32
23
= ❖(1) ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ λ˜c ❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❖(ǫ2) ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✹✳✺✵✳ ❈❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞♦♥❝
❛✉ ❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✵❪✱ ❡t ♥♦✉s r❡♠♣❧❛❝❡r♦♥s ❞♦♥❝ λ˜c ♣❛r λc
❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s q✉✐ s❡r❛ ♠❡♥é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
❘é❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡
❙✐ λ > λ˜c✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡st ♥♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♣ér✐♦❞✐q✉❡✳
❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛
✷✼✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥t✐s②♠étr✐❡ ❞❡ Ω ❡t ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡ F ✳
✷✽✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ 3 s✉r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡s t❡r♠❡s ♥é❣❧✐❣és ✐❝✐✱ ✐❧ ❛ été tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✻✶✱✼✵✱✼✷❪ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬♦r❞r❡ 1
ǫ
❡st ♠♦❞✐✜é ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r
√
2✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❡st ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❛ss♦❝✐és à ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳
✻✶
✈és✐❝✉❧❡✳ ❙♦✐t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❜❛s❝✉❧❡✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ♣❛r❝♦✉r❛♥t s✉❝❝❡ss✐✲
✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [−90o; 90o]✱ s♦✐t ❝❡t ❛♥❣❧❡ r❡st❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❛❜s♦❧✉❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 45o✱ ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ♦s❝✐❧❧❛♥t ❡♥tr❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❡t ♥é❣❛t✐✈❡s✱ s❛
❧♦♥❣✉❡✉r ✈❛r✐❛♥t ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❛ été ❛♣♣❡❧é❡ ✑✈❛❝✐❧❧❛t✐♦♥✲r❡s♣✐r❛t✐♦♥✏
✭❛❜ré❣é ♣❧✉s ❧♦✐♥ ♣❛r ❱❘✮ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✵❪✳ P♦✉r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ǫ ❡t λ✱ ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❤♦✐s✐❡✳
❈❡s ❞❡✉① ❞②♥❛♠✐q✉❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❡t ❞❡ tr❡♠❜❧❡✲
♠❡♥t ♦❜s❡r✈é❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❡t ❞é❝r✐t❡s ♣❛❣❡ ✶✸✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❞♦♥t ❞❡s ❝♦✉♣❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✱ ✐❧ ♥✬② ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ❥✉st✐✜é ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡✳
■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡r ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s Ca, λ ❡t ǫ✳ ➚ ❧✬♦r❞r❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ à ǫ ✜①é✱ s❡✉❧❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥
❡♥tr❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❈❈ ❡t ré❣✐♠❡s ❞❡ ✈❛❝✐❧❧❛t✐♦♥✲r❡s♣✐r❛t✐♦♥ ❡t ❜❛s❝✉❧❡ ♣❡✉t êtr❡ tr❛❝é❡✱ à
❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✹✳✹✼✱ ❧❛
❧✐❣♥❡ ❛ss♦❝✐é❡ ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✱ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ λ = λc =
√
30π 8
23ǫ
−32
23
✳
▲✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s à
❧✬♦r❞r❡ 2 ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✻✶✱ ✼✵✱ ✼✷✱ ✼✺❪✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s
rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡ ❬✻✶❪✱ ♦ù f ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t❡
à ❧✬♦r❞r❡ 2✳ ❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ f (2)4 ǫ
2✱ ❝❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s
❞✬♦r❞r❡ 4 ét❛♥t ❡①❝✐té❡s ❞✉ ❢❛✐t ❞❡s ♥♦♥ ❧✐♥é❛r✐tés ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 3✱
❛✐♥s✐ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ♦r❞r❡s ✐♠♣❛✐rs✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡①❝✐té❡s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝❡♥tr♦s②♠étr✐❡
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡
ét❛♥t ❛✉ss✐ ❝❤♦✐s✐❡ ❝❡♥tr♦s②♠étr✐q✉❡✳
✹✳✶✳✷✳✸ ❉②♥❛♠✐q✉❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2
▲♦rsq✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ét✉❞✐é❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❞❡ ✈❛❝✐❧❧❛t✐♦♥✲
r❡s♣✐r❛t✐♦♥ ❡t ❜❛s❝✉❧❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ✈✐s à ✈✐s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✳ ▲❛
♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❈❈ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡st ❛✉ss✐ ♠♦❞✐✜é❡✳ ▲❡
❝❛s ǫ = 0, 66✱ s♦✐t ǫ
2
4π
= 3% ❛ été ét✉❞✐é q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉s ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✺✳
❆❧♦rs q✉✬à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❈❈ ❡st ✉♥❡ ❞r♦✐t❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥ λ = 3, 7 ✭❝❢✳ ❡q✳ ✹✳✹✼✮✱ ❝❡❧❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2 ♥✬❡st ♣❧✉s r❡❝t✐❧✐❣♥❡✳ P♦✉r Ca≫ 1✱ ❡❧❧❡
r❡st❡ ✉♥❡ ❞r♦✐t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞é❝❛❧é❡ ✈❡rs ❞❡s r❛♣♣♦rts ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té
♣❧✉s ❣r❛♥❞s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2✳ ■❧ ② ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❜r✉sq✉❡ ♠♦♥té❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
Ca = 1✱ s♦✐t ❧♦rsq✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ✈♦✐s✐♥ ❞✉ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳
▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❛ été ❝♦♠♣❛ré à ❝❡❧✉✐ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦❞❡
✐♥té❣r❛❧✱ ❞é❝r✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝❡tt❡ ❝♦♠✲
♣❛r❛✐s♦♥✳
✹✳✷ ▼ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱ ❛✈❡❝ ǫ = 0, 66✱ ❛ été ét✉❞✐é ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡
✐♥té❣r❛❧✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦♥t ❛❧♦rs été ❝♦♠♣❛rés à ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱
❞é✈❡❧♦♣♣é❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ǫ✱ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✶❪✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st r❡✲
♣r♦❞✉✐t❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
❙■▼P▲❊ ✻✷
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ǫ = 0, 66✳ ✓ Pr❡s❡♥t t❤❡♦r② ✔ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞ à ❧✬ét✉❞❡ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2 ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✶❪✳ ✓ ❍✐❣❤❡r ♦r❞❡r t❤❡♦r② ✔ ❡st ✉♥❡
ét✉❞❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2✱ s❛♥s ✐♥❝❧✉r❡ ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 4 ❬✼✵❪✳ ✓ ▲❡❜❡❞❡✈ ❡t ❛❧✳ t❤❡♦r② ✔ ❡st
✉♥❡ ét✉❞❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2✱ s❛♥s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❬✼✺❪✳ P♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❬✼✵✱ ✼✺❪✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❈❈✴❱❘ s♦♥t q✉❛s✐✲❝♦♥❢♦♥❞✉❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✉r ǫ = 0, 66✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❝♦❧♦✲
rés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✳ ✓ ❚❤❡♦r②❬✸✻❪ ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ rés✉❧✲
t❛t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✶❪✱ ♦ù ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 4✳
✓ ❚❤❡♦r②❬✷✸❪ ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✵❪✱ ♦ù ❝❡s
❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♦♥t ♥é❣❧✐❣és✳ ❑❛②❛❦✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥ ❞❡❤♦rs
❞✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡
♣ré❝❡ss✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡ ✈♦rt✐❝✐té ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✻ ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧
❡t ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳ P♦✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❈❈✱ ✉♥❡ ét✉❞❡
❞❡ st❛❜✐❧✐té ❧✐♥é❛✐r❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❥✉sq✉✬à ❧✬♦r❞r❡ 8 ❛ ❛✉ss✐ été ré❛❧✐sé❡✱
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✻❪✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
P❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❈❈ ❡t ❱❘✱ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❞❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡
❡st ♠♦♥tré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡st ❞❡
t②♣❡ ❈❈✱ ❧❡ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ♣❡✉t ❞✉r❡r ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r
{λ = 9;Ca = 8; ν = 0, 95}✳ P♦✉r ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡✱
❝❡ ✓ r❛❧❡♥t✐ss❡♠❡♥t ❝r✐t✐q✉❡ ✔✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✉
ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♣❡✉t ❝♦♠♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s✱
♥é❝❡ss✐t❛♥t ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♣❡♥❞❛♥t ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣✉❡✳
P♦✉r ✉♥ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t t②♣✐q✉❡ ❞❡ 10Hz✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞✉ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐✲
✻✸
t♦✐r❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐♥✉t❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈é❡ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s✱
♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ♣❡♥s❡r q✉❡ s❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥ ré❣✐♠❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❡st ❞✉ t②♣❡ ❱❘✱ ❛❧♦rs
q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ❈❈✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ s♦✉s✲❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ λc✳
▲❡ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ♣❡♥s❡r q✉❡ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ❡st
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣ré❝✐s❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ǫ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0, 7✳ ❉❛♥s ❧✬❛r✲
t✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ✐ss✉❡s
❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✾❪ ❡t ❬✻✷❪✱ ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❡t ❧❛ ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✱ s♦♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t
❝♦♥s✐❞érés✳ ❈❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✹✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t t❤é♦r✐❡
✹✳✸✳✶ ❉✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡
✹✳✸✳✶✳✶ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
❯♥❡ ét✉❞❡ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ❡♥ ✈❛r✐❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té✱ ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧✬❡①❝ès ❞✬❛✐r❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪✳ ▲❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❛
❛❧♦rs été ré❛❧✐sé ♣❛r ✉♥ r❤é♦♠ètr❡ ❞❡ ❈♦✉❡tt❡ ♣❧❛♥✳ ▲❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♦♥t été ♦❜s❡r✈é❡s ♣❛r ♠✐✲
❝r♦s❝♦♣✐❡ ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ♠❛rq✉❛❣❡ ♣❛r ❞❡s ✢✉♦r♦♣❤♦r❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈és✐❝✉❧❡✱
♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❈❈✱ ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡
❛ été ❞é♣❧❛❝é✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠❡s✉r❡r ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦✉♣❡s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s✳ ■❧ ❛ ❛✐♥s✐ été ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❡st✐♠❡r ❧✬❡①❝ès ❞✬❛✐r❡ ∆= ǫ2✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠❡s✉r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥
♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❈❈ ❡st q✉❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s s♦♥t ❛❧♦rs ✓ ❧✐ssé❡s ✔ ♣❛r ❧❛ t❡♥s✐♦♥
♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱ ❢❛❝✐❧✐t❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✳
➚ ∆ ✜①é✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉ ❛ été tr❛❝é ♥♦♥ ♣❛s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Ca ❡t λ✱
❝♦♠♠❡ ré❛❧✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ S ❡t Λ✱ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱
❞é✜♥✐ ♣❛r
S =
7π
3
√
3
Ca
∆
, ✭✹✳✺✷✮
❡t
Λ =
4√
30π
(1 +
23λ
32
)
√
∆. ✭✹✳✺✸✮
❈❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♦♥t été ❝❤♦✐s✐❡s s✉✐t❡ à ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡
❬✼✷❪✱ q✉✐ ♣ré❞✐t q✉❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s S ❡t Λ✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼
❡st r❡♣r♦❞✉✐t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ♠❡s✉ré✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ✐ss✉ ❞✉ rés✉❧t❛t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
é✈♦q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ❧✐❣♥❡s ❞✐s❝♦♥t✐♥✉❡s✳
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✾❪✱ ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✷✾✳ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s s❡♠❜❧❡ ♥❡
❞é♣❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣❛r❛♠ètr❡s S ❡t Λ✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❬✼✷❪✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥❡ ♣ré❞✐t ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✉♥❡
❞✐✛ér❡♥❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ ét❛♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❖❘✱ q✉✐ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥
❢❛❝t❡✉r 10✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ q✉❡✱ ♣♦✉r ∆ = 0, 662 ≃ 0, 44✱ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s
❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 4 ♦♥t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r
❧❛ ❧❛r❣❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ❜❛♥❞❡✳ ❖r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❝❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❡st ♥é❣❧✐❣é ❞❛♥s ❧✬ét✉❞❡ ❬✼✷❪ ✿ ❝❡tt❡
✷✾✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✈♦♥t ❥✉sq✉✬à ❡♥✈✐r♦♥ 0, 5 ♣♦✉r Λ ❀ ❡t 2 ♣♦✉r S✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
❙■▼P▲❊ ✻✹
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❉✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
❧✐♥é❛✐r❡✳ ❇❧❡✉ ✿ ❈❈✱ r♦✉❣❡ ✿ tr❡♠❜❧❡♠❡♥t✱ ✈❡rt ✿ ❜❛s❝✉❧❡✱  ✿ ∆ ∈ [0; 0, 55]✱  ✿ ∆ ∈
[0, 55; 0, 8]✱ • ✿ ∆ ∈ [0, 8; 1, 05]✱ ◦ ✿ ∆ ∈ [1, 05; 1, 25]✱ ▽ ✿ ∆ ∈ [1, 25; 2]
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱
✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬❛♣rès ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t❡st❡r ❝❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
✹✳✸✳✶✳✷ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ❞❡✉① ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦♥t été tr❛❝és ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✳ P♦✉r
❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ∆ = 0, 437✱ s✐t✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ∆ ∈ [0; 0, 55] ✭❝❢✳ ❧é❣❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✳✼✮✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ∆ = 2, 015✱ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ∆ ∈
[1, 25; 2]✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✽✳ P♦✉r ∆ = 0, 437✱ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s
❞❡ ♣❤❛s❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t s✉♣❡r♣♦sés✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t t❤é♦r✐q✉❡s✳
à ❣❛✉❝❤❡ ✿ ∆ = 0, 437✱ à ❞r♦✐t❡ ✿ ∆ = 2, 015✳ ✓ ❚❤❡♦r②❬✸✻❪ ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ rés✉❧✲
t❛t ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✶❪✱ ♦ù ❡st ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡
4✳ ✓ ❚❤❡♦r②❬✷✶❪ ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✼✷✱ ✼✺❪ ♦ù ♥✬❡st ♣❛s t❡♥✉ ❝♦♠♣t❡
❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 4 ❡t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ 1 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ♣r❡♠✐èr❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❞✐❛❣r❛♠♠❡s ❞❡ ♣❤❛s❡ ♦❜t❡♥✉s ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥✲
t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆ ❝❤♦✐s✐❡✱ ❡♥ ❞és❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❡ rés✉❧t❛t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ s✉❣❣éré
♣❛r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ∆ ❝❤♦✐s✐❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ Λ ♣♦✉r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞✉ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❈❈ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ♠ê♠❡
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❡st
❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2✳ ❆✐♥s✐✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬✷✾❪✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛✐❡♥t été ♦❜s❡r✈é❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❧♦♥❣t❡♠♣s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡✉r ❞②♥❛♠✐q✉❡
✻✺
s♦✐t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♠❡s✉ré❡✱ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r ✸✵✱✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ q✉✬✐❧
♥✬② ❛✐t ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ♣❛s ❞✬❛❝❝♦r❞ q✉❛♥t✐t❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡t
❧❡s rés✉❧t❛ts ✐ss✉s ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❬✷✾❪✳
❯♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✷✾❪ ❡t
❬✺✼❪✱ ❡st q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳ ❆✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡
❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣♦✉rr❛✐t ❛✈♦✐r ✉♥ rô❧❡ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡
κ
kBT
≃ 20 ✱ ❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ✐♥st❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s t❡♥s✐♦♥s ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡s
♥é❣❛t✐✈❡s✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❡①✐st❡r ❞❛♥s ❞❡s ré❣✐♦♥s ♦ù ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st ❝♦♠♣r✐♠é❡✳ ▲❡
❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❧❛♥❡ ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✼❪✱ ♦ù ✐❧ ❡st ♠♦♥tré q✉❡
❝❡rt❛✐♥s ♠♦❞❡s s♦♥t ✐♥st❛❜❧❡s ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ s♦✐t ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❈❡s ♠♦❞❡s✱
❞♦♥t ❞❡s ♠♦❞❡s ✐♠♣❛✐rs✱ ❝♦♥s✐❞érés ♥✉❧s ♣❛r ❝❡♥tr♦s②♠étr✐❡ ❞❛♥s ❬✻✶❪✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛❧♦rs êtr❡
❡①❝✐tés ♣❛r ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ♣✉✐s ❛♠♣❧✐✜és ♣❛r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✳ ▲✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡
ré❣✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡
❞❡ tr❡♠❜❧❡♠❡♥t✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✽❪✱ ❞♦♥t ♥♦✉s r❡♣r♦❞✉✐s♦♥s ❞❡✉① séq✉❡♥❝❡s s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✾✱ ✈❛ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✓ ♣✐♥❝❡♠❡♥t ✔ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❚❘✱ ❞r♦✐t❡ ✿
✓ ❜♦✉r❣❡♦♥♥❡♠❡♥t ✔ ❞✬✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❚❘ ❬✼✽❪
■❧ ❛ ❛✉ss✐ été ♦❜s❡r✈é ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ré❣✐♠❡s
❞❡ t②♣❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❡t ❚❘✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❛✈❡❝ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s ✐♥❞✐q✉é❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✳
◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❡♥✜♥ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ✢✉♦r❡s❝❡♥t❡s ❛✉① ♠❡♠✲
❜r❛♥❡s✱ ❝♦♠❜✐♥é à ❧✬✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ♣✉✐ss❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t ♣❡✉t✲êtr❡ ❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡
♣♦r❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡st ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼✾❪✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❛❝t✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❞❡ ♣❤❛s❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ❡t t❤é♦r✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
t❤❡r♠✐q✉❡s ❡st ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❈❡rt❛✐♥❡s ré❣✐♦♥s ♠é✲
t❛st❛❜❧❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡ ❡t ❞❡ ❚❘✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡
♣ré❞✐t❡s✳
▼❛❧❣ré ❝❡tt❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛❝❝♦r❞ q✉❛♥t✐t❛t✐❢ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡
♣❤❛s❡✱ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ♥♦✉s ❝♦♥❞✉✐r❡ à ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r
à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❞❡s
✈és✐❝✉❧❡s ❧♦✐♥ ❞❡ ❝❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✐✱ ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t à ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❡♥tr❡
t❤é♦r✐❡ ❡t ❡①♣ér✐❡♥❝❡✳ ❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s ❞❡
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✷❪ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ❛ été ré❛❧✐sé❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ♣rés❡♥té❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✸✵✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✱ ♣♦✉r (λ = 9;Ca = 8; ν = 0, 95)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à (S = 77;Λ =
1, 9)✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ré❣✐♠❡ tr❛♥s✐t♦✐r❡ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1 ♠✐♥✉t❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❉❨◆❆▼■◗❯❊ ❉✬❯◆❊ ❱➱❙■❈❯▲❊ ❉❆◆❙ ❯◆ ❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚
❙■▼P▲❊ ✻✻
✹✳✸✳✷ ❆♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❡♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❉❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✷❪✱ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞✬❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❈❈
s♦♥t ♣rés❡♥té❡s✳ ✹ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❡①❝ès ❞✬❛✐r❡ ♦♥t été ❝♦♥s✐❞éré❡s ✿ ✵✱✶✺ ❀ ✵✱✷✹ ❀ ✵✱✹✷ ❡t ✶✱✹✸ ✸✶✳
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✱ ❡st r❡♣r♦❞✉✐t❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ét❛♥t t❡❧ q✉❡ Ca ≫ 1✱ ❧❡s
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦♥t été ré❛❧✐sé❡s ♣♦✉r Ca = 100 ✸✷✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ Λ✳ ▲❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ✐ss✉❡s
❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✷❪✳ ▲❡s ❝r♦✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s ✐ss✉❡s ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ✓ ❚❤❡♦r②
❬✸✻❪ ✔ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬♦r❞r❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✻✶❪ ❡t ✓ ❚❤❡♦r② ❬✷✶❪ ✔ à ❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❬✼✺❪✳
▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❝❤♦✐s✐ ❡st ❛❧♦rs ❛✉ss✐ é❣❛❧ à ✶✵✵✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ s✉♣ér✐❡✉rs à 0, 4rad ≃ 23o✱ ♣♦✉r
❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❡①❝ès ❞✬❛✐r❡ ∆ < 1, 4✱ ❧✬é❝❛rt ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à 10%✳ P❧✉s ❧❡s
❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s ❡t ♣❧✉s ❧✬é❝❛rt ❛✉❣♠❡♥t❡✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞û à ✉♥❡ ♣❧✉s
❣r❛♥❞❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ s✉❣❣éré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✳
❆✈❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞♦♥t ♥♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s
❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻ ❡st s✉♣ér✐❡✉r à 30o ✭❝❢✳ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✮✱ ❧❡✉r ❡①❝ès ❞✬❛✐r❡
✐♥❢ér✐❡✉r à 1✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [10; 100]✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛
❧✐ttér❛t✉r❡ ♣rés❡♥tés ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ❛ss♦❝✐é à s❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❛
❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐s♦❧é❡ ❞❡ ❝❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧✬ét✉❞❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✉ ❝❛s ♦ù ❡❧❧❡s
✐♥t❡r❛❣✐ss❡♥t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❡✛❡❝t✉é❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
✈és✐❝✉❧❡s✳
✸✶✳ ▲✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✉r ∆ ❛ été ❡st✐♠é❡ à 20% ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ✉❧tér✐❡✉r ❬✷✾❪✳
✸✷✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ Ca ❡st ❢❛✐❜❧❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r Λ = 1✱ ❡♥tr❡ Ca = 10 ❡t
Ca = +∞ ✭♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✜①❛♥t κ = 0✮✱ ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡
✐♥té❣r❛❧ ♥✬❡st q✉❡ ❞❡ 3%✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s
✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ~v∞ = γ˙y~ex✳ ▲❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧♦✐♥✲
t❛✐♥❡✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é✱ ♣rés❡♥té à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✷✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞ét❛✐❧❧❡r ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳
◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s✬❛♣♣r♦❝❤❡♥t t❛♥t q✉❡ ❧❛
❞é♠❛r❝❤❡ ❛❞♦♣té❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❝r✐tèr❡ ✈ér✐✜é ♣❛r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐✲
t✐❛❧❡s ❞❡ ❝❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳ P♦✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♦ù ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ✈❛❧✐❞❡✱
♥♦✉s ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ (∆y,∆z) = (yf−yi, zf−zi) ✶
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡s q✉❛❧✐t❛t✐❢s✳ ▲❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ r❡st❡
✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ ❜rè✈❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❧♦rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❛✈❡❝ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ✷✳
✺✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥
✺✳✶✳✶ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
❈♦♠♠❡ ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✱ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ t❡r♠❡
❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ✐s♦❧é❡✳ ➚
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ▲❛♠❜ ✹✳✷✱ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ M ❧❡ ♣♦✐♥t ♦ù
❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ G ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❡t ~r =
−−→
GM ✱ à ❧✬♦r❞r❡
❞♦♠✐♥❛♥t ❡♥ ||~r||✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
~v(M)− ~v∞(M) = T (θ, φ)~r
2r3
, ✭✺✳✶✮
♦ù ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ M ❞❛♥s (G,~ex, ~ey, ~ez) s♦♥t (r, θ, φ)✱ ❡t T ✉♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
s♣❤ér✐q✉❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ ✷✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
T (θ, φ) = 3Tij
rirj
r2
. ✭✺✳✷✮
✶✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té yf = lim
t→∞
y(t) ❡t zf = lim
t→∞
z(t)✳
✷✳ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s ❞❛♥s ❧❛
♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❬✽✵❪✳
✻✼
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ▲❖■◆❚❆■◆❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙
◗❯❆❙■✲❙P❍➱❘■◗❯❊❙ ✻✽
♦ù Tijei ⊗ ej ❡st ✉♥ t❡♥s❡✉r s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ tr❛❝❡ ♥✉❧❧❡✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Tij✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ ❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é✱ ❞é❝r✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✶✳✷✳✷✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❡ ♣❧✉s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ 1
λ
= O(ǫ)✱ ❧✐♠✐t❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❞✐✲
q✉é q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♠♦❞✐✜é ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❡♥✜♥
q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ♥♦✉s ♦❜t✐❡♥❞r♦♥s ♥❡
❢❛✐s❛♥t ♣❛s ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Tij s❡r♦♥t ❛✉ss✐ ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐✲
❝✉❧❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r s✉♣♣♦s❡r ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✷✳
✺✳✶✳✷ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♠♦❞✐✜é
➚ ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Tij ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡
❞✬éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✷✾✲✹✳✸✸✱ ♣♦✉r ❧❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 2✳ ❆♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s
Tij =
1
3
(αe∞ij + βZFij), ✭✺✳✸✮
❛✈❡❝ α = −5(23λ−16)
23λ+32
✱ β = − 288
23λ+32
✱ ❡t Z ❡st ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t q✉✐ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✳
▲❡ t❡♥s❡✉r F ❡st ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❞é❝r✐t❡ ❛✉ss✐ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡
s♣❤ér✐q✉❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷ ✸✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t❡✳
✺✳✶✳✸ ➱q✉❛t✐♦♥s ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
▲❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✱ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✷✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✷ ❛❣✐t ❞❡ ♠ê♠❡ s✉r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ (i) ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ i✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛
♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1 ❡st ♥♦té❡ ~v(1)✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 2✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞❡ s♦♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❡t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ s❛ ❢♦r♠❡✳
❱✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ✿
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✸✼ ❡t ✺✳✶✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ G2 ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
~vG2 = ~v
∞(G2) + ~v(1)(~rG2)
= ~v∞(G2) +
T (1)(θ, φ)
2(r(12))3
~r(12), ✭✺✳✹✮
♦ù ~r(12) =
−−−→
G1G2✱ ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞❡ G2 ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ (G1, ~ex, ~ey, ~ez) ét❛♥t
(r(12), θ, φ)✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✷✲✺✳✸✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣♦✉r ❩ ❡t F ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡
✶✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
T (1)(θ, φ) = (αe∞ij + βZ
(1)F
(1)
ij )ρ
(12)
i ρ
(12)
j , ✭✺✳✺✮
✸✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡
❡①❝✐té❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡s ❡✛❡ts s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❡t ♥♦✉s ❧❡s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ❞♦♥❝ ✐❝✐✳
✻✾
❛✈❡❝ ~ρ(12) = ~r
(12)
||~r(12)|| ✳
▲❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1 ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ✶ ❡t ✷ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✹✲✺✳✺✳ ◆♦✉s ♣❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 2✳
➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 2✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❛♥s
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✷ ❛✉ t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♠♣♦sé ❝❡❧✉✐ ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1✳
➚ ❧✬♦r❞r❡ ❝❤♦✐s✐✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ q✉❡ s✐ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶ ❛✈❛✐t été s♣❤ér✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s
❝❡ ❝❤❛♠♣ ~v(1)s ✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✶ ✱✺✳✸✱✹✳✹✺ ❡t ✹✳✹✾✲✹✳✺✶✱ ❡♥
♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ǫ→ 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ λ→ +∞✱ ❝❛r 1
λ
= ❖(ǫ)✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
~v(1)s (~r) = −
5ρiρje
∞
ij
2r2
~ρ, ✭✺✳✻✮
♦ù ~r =
−−−→
G1M= r~ρ✱ M ét❛♥t ❧❡ ♣♦✐♥t ♦ù ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t ❡st
❝♦♥s✐st❛♥t ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
s♣❤ér✐q✉❡✱ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✷✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé
❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é❡ ✿
ǫ[
∂F (2)
∂t
+ F (2) · Ω(G2)− Ω(G2) · F (2)] = 20e(G2)− 24Z
(2)F (2)
23λ+ 32
, ✭✺✳✼✮
❛✈❡❝ e(G2) = e∞+e(1)(G2) ❡t Ω(G2) = Ω∞+Ω(1)(G2)✱ e(1)(G2) ❡t Ω(1)(G2) ét❛♥t r❡s♣❡❝t✐✲
✈❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s s②♠étr✐q✉❡s ❡t ❛♥t✐s②♠étr✐q✉❡s ❞✉ t❡♥s❡✉r ~∇~v(1)s ✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣❡✉t êtr❡
❝❛❧❝✉❧é à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✻ ✿
(∇v(1)s )ij =
∂v
(1)
s,i
∂rj
=
5
2r3
[5ρiρjρkρl − (ρlρiδkj + ρkρiδlj + ρkρlδij)] e∞kl . ✭✺✳✽✮
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✺✳✼ ❛♣rès
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ✶ ❡t ✷✳ ▲❡s t❡♥s✐♦♥s Z(1) ❡t Z(2) s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡
t♦t❛❧❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ❡✛❡❝t✉é ♣❛❣❡ ✺✾ ✿
Z(2) = 8π
[
e∞ + e(1)(G2)
]
: F (2), ✭✺✳✾✮
❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Z(1) ét❛♥t ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s 1 ❡t 2✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✼ ❡t ✺✳✽✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞♦♠✐♥❛♥t❡s
❞✉❡s à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❞✬♦r❞r❡ ❖(a3ǫ)✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥s✐st❛♥❝❡ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s s✉♣✲
♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ǫ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ♣❛r r❛♣♣♦rt à a✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s
❞✬♦r❞r❡ ❖(ǫ2) ♥é❣❧✐❣és r❡st❡♥t ♣❡t✐ts ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡✉① ❞✬♦r❞r❡ ❖(a3ǫ) ✹✳ ◆♦✉s ✜①♦♥s ❞♦♥❝
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ = ♦(a3)✳
❈✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧é❡s✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ G2 ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ (G1, ~ex, ~ey, ~ez)✳
✹✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ 1
λ
= ❖(ǫ) ♥✬❛ ♣❛s été ♣r✐s❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s
❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧♦✐♥ ❞❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é s♦✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❝❢✳ ♣❛❣❡ ✺✾✮✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ▲❖■◆❚❆■◆❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙
◗❯❆❙■✲❙P❍➱❘■◗❯❊❙ ✼✵
✺✳✷ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡s
✺✳✷✳✶ ▼✐s❡ ❡♥ éq✉❛t✐♦♥
❈♦♠♠❡ ré❛❧✐sé à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✱ ♥♦✉s ♣❛r❛♠étr♦♥s ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉①
✈és✐❝✉❧❡s ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ (
−−−→
G1G2)i = r
(12)
i✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❡s ❝♦♠✲
♣♦s❛♥t❡s ❝❛rtés✐❡♥♥❡s (xi, yi, zi)✳ ❯♥ s❝❤é♠❛ ❞✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s
tr❛♥s✈❡rs❡s ❞✉ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ G2 ❞❛♥s ❧❡ r❡♣èr❡ (G1, ~ex, ~ey, ~ez) ❛ss♦❝✐é à ❧❛
✈és✐❝✉❧❡ ✶✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✺✳✹✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ~vG2 − ~vG1
❡st à t♦✉t ✐♥st❛♥t s✉✐✈❛♥t ~r(12) ✿ ❛✐♥s✐✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✈❛❧❛❜❧❡ t♦✉t
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ G2 ❡st ♣❧❛♥❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❞é✜♥✐ ♣❛r (G1,
−−−→
G1G2, ~ex)✳
P♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡✱ à ❧✬♦r❞r❡
✶ ♠♦❞✐✜é✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ T ✱ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✺✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s
✈és✐❝✉❧❡s✱ ✐♥❝♦♥♥✉❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥é❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ ✺✳✼✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ❢♦r♠❡ ❧✐és à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞♦♥t ♥♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ♣❛s t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts Fij s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❝❡✉① ♦❜t❡♥✉s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ✐s♦❧é❡✱ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s
éq✉❛t✐♦♥s ✹✳✹✾✲✹✳✺✶✳ ❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✺✳✸✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
Tij ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ✺ ✿
Txx = −Tyy = 1
6
√
30
π
√
1− ( λ
λc
)2ǫ, ✭✺✳✶✵✮
Txy = Tyx = − 1
3(23λ+ 32)
[
5(23λ− 16)
2
+ 120
(
1− ( λ
λc
)2
)]
, ✭✺✳✶✶✮
Txz = Tzx = Tyz = Tzy = Tzz = 0. ✭✺✳✶✷✮
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✹✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs
~vG2 = ~v
∞(G1) +
3Tijri
(12)rj
(12)
2(r(12))5
~r(12). ✭✺✳✶✸✮
❈♦♠♠❡ ~r(21) = −~r(12)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
~vG1 = ~v
∞(G2)−
3Tijr
(12)
i r
(12)
j
2(r(12))5
~r(12). ✭✺✳✶✹✮
P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ~r(12) = (x, y, z)✱ ❡t r =
√
x2 + y2 + z2✳ ❊♥
✺✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥és ❛ss♦❝✐és s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s à γ˙ ✿ ♣❧✉s ❧❡ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t ❡st ❢♦rt ❡t ♣❧✉s ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡st ❛✉ss✐✳
✼✶
✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✷✱ ❡♥ ❢♦r♠❛♥t ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✺✳✶✸ ❡t ✺✳✶✹✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s
∂x
∂t
= y + 3
x2Txx + 2xyTxy + y
2Tyy
r5
x, ✭✺✳✶✺✮
∂y
∂t
= 3
x2Txx + 2xyTxy + y
2Tyy
r5
y, ✭✺✳✶✻✮
∂z
∂t
= 3
x2Txx + 2xyTxy + y
2Tyy
r5
z. ✭✺✳✶✼✮
➚ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ét✉❞✐❡r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♣ré✈✉❡s ♣❛r ❝❡ s②stè♠❡✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛♠è♥❡r❛ à ❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s tr❛♥s✈❡rs❡s (yi, zi)
♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ r❡st❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s✱
♥♦✉s ♣♦✉rr♦♥s ❛❧♦rs ❢♦r♠✉❧❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❛♥t (∆y,∆z) = (yf − yi, zf − zi)
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
✺✳✷✳✷ ▲♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
P♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞♦♥❝ à ❞✬✐♥té❣r❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✺✲✺✳✶✼✱ ❝♦♠✲
❜✐♥é à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ lim
t→−∞
(x, y, z) = (−∞, yi, zi)✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✐t ❝♦♥s✐st❛♥t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧♦rs ❞❡ t♦✉t❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ❧❡s
✈és✐❝✉❧❡s r❡st❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t é❧♦✐❣♥é❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♥é❣❧✐❣és ❧❡ r❡st❡♥t✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t
♥❡ ♣❛s êtr❡ ❧❡ ❝❛s✳ P♦✉r ❡♥ ❞♦♥♥❡r ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ q✉✐ ❡st lim
t→−∞
(x, y, z) = (−|zi|, 0, zi)✱ ❛✈❡❝ |zi| ≫ 1✱ ♣♦✉r ❧❛✲
q✉❡❧❧❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❡♥t✐♦♥♥é❡ ❛♣♣❛r❛ît s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✺✳✶✻✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉✬à t♦✉t ✐♥st❛♥t y(t) = 0✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❡♥
❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✺✳✶✼ ❡t ✺✳✶✺✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ∂z
∂x
= z
x
✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t✱ ❛♣rès ✐♥✲
té❣r❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r x < 0✱ à x = −|z|✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡r ✦ ❉❛♥s ❝❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ s♦✐t ✐♥✐t✐❛✲
❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r t♦✉t ✐♥st❛♥t✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♥s✐❞ér❡r
lim
t→−∞
x(t) = −∞✳
■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺ ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱
❡t ❧❡ r❡st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ x = ❖(1)✳ ❉❡✉① ❝❛s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✿ s♦✐t
❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s❡ s♦♥t ♣❡✉ r❛♣♣r♦❝❤é❡s tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❛❧♦rs ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❡st ❡♥❝♦r❡
♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❖( 1
r3
)✱ s♦✐t ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s❡ s♦♥t
r❛♣♣r♦❝❤é❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
√
y2 + z2 = ❖(1)✱ ❡t ❛❧♦rs✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r yi = 0✱ ♥é❣❧✐❣❡r
❧❡s t❡r♠❡s ❖( 1
r3
) ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡
♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ❡t ❞é✜♥✐r♦♥s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✈ér✐✜❛♥t ❧❡ ❝r✐tèr❡
1
r
≪ 1✱ ♣♦✉r x = ❖(1) ✻✳
◆♦✉s ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✺✳ ❉❛♥s
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✻ ❡t ✺✳✶✼✱ ♥♦✉s ♥❡ ♥é❣❧✐❣❡♦♥s ♣❛s ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ s♦✐t ❞✉ ♠ê♠❡
t②♣❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❝♦♥s✐❞éré ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❛r ❝✬❡st ❧✉✐ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t
tr❛♥s✈❡rs❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s r❡♠♣❧❛❝❡r (y, z) ♣❛r (yi, zi)✱
❧❡s t❡r♠❡s ♥é❣❧✐❣és ét❛♥t ❞✬♦r❞r❡ ❖( 1
r3
)✳ ❆✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✱ ♥♦✉s
✻✳ ❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❛✐♥s✐✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s♦♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ▲❖■◆❚❆■◆❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙
◗❯❆❙■✲❙P❍➱❘■◗❯❊❙ ✼✷
❢♦r♠♦♥s ❛❧♦rs ❧❡s r❛♣♣♦rts ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✶✻ ❡t ✺✳✶✺✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ✺✳✶✼ ❡t ✺✳✶✺ ✿
∂y
∂x
= 3
x2Txx + 2xyiTxy + yi
2Tyy
(x2 + d2)
5
2
, ✭✺✳✶✽✮
∂z
∂x
= 3
x2Txx + 2xyiTxy + yi
2Tyy
(x2 + d2)
5
2
zi
yi
, ✭✺✳✶✾✮
♦ù d2 = yi2 + zi2✳
❊♥ ✐♥té❣r❛♥t ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ −∞ ❡t x(t)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡s tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
y(x) = yi +
[(
x3
(x2 + d2)3/2
+ 1
)
Txx
d2
− 2yiTxy
(x2 + d2)3/2
+
(
(2x2 + 3d2)x
(x2 + d2)3/2
+ 2
)
y2i Tyy
d4
]
,
✭✺✳✷✵✮
❡t
z(x) =
(y(x)− yi)zi
yi
+ zi. ✭✺✳✷✶✮
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ s✐ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡
♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡s ② r❡st❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❛tt❡♥❞✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞✉
s②stè♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡ ♣❧❛♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s (zi = 0; yi = 5; ν = 0, 985, λ = 1) ✼
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R 0
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❡ G2 ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶✱ ♣♦✉r ν = 0, 985✱ λ = 1
❡t zi = 0✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡✱ ❧♦rsq✉❡ x = O(1)✱ 1
r
≪ 1✳ ▲✬ét✉❞❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ ❛❧♦rs ✈❛❧❛❜❧❡ ❧♦rs ❞❡ t♦✉t❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ré♣✉❧s✐♦♥✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0, 02R0 ✽✳
✼✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ǫ
2
4π ≃ 0.01✳ ❊♥ ♥♦✉s ❜❛s❛♥t s✉r ✉♥❡ ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬❛♥❣❧❡
❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✻✶❪✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ ❡t ν ❝❤♦✐s✐❡s s♦✐❡♥t ❞❛♥s
✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ♦ù ❧✬❛♥❛❧②s❡ à ❧✬♦r❞r❡ ❝♦♥s✐❞éré ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ ❞✬❛♥❣❧❡
❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à 5%✳
✽✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉✬à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❝❡tt❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ à
√
< y2 >✱
♦ù < y2 > ❡st ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✷ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶✱ s❡❧♦♥ y✱
✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
à 40R0
γ˙yi
s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✺✳✶✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❛❧♦rs ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❝❡✉① ♣rés❡♥tés ♣❛❣❡
✷✻✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ♣♦✉r R0 = 10➭♠ ❡t γ˙ = 100Hz✱
yf−yi√
<y2>
≃ 4%✱ ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ♥é❣❧✐❣❡r
❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ❞❡s t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ 1Hz✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱
✼✸
❆✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s s✉r ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥✱ ❞ét❡r♠✐♥♦♥s ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ♣❡♥❞❛♥t t♦✉t❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✷✵✲✺✳✷✶ ❡t
✺✳✶✵✲✺✳✶✷✱ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
yi ≪ 1✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s zi ≫ 1✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
1
yi2+zi2
≪ 1✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✷✵ ❡t ✺✳✷✶✱ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐ss✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ Txx
d2
✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❛♥s
❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ z ✈ér✐✜❛♥t ✿ zmin ≈ zi− Bziyi ✱ ❛✈❡❝ B > 0✳ ❊♥ ✜①❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❖( 1
r3
) q✉❡ zmin >
zi
2
✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ré❛❧✐s❡r s✐ yi > C(zi)2 ✱ ❛✈❡❝ C ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r♦♥s
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡✱ ♦ù ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧✐❛♥t
❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ (∆y,∆z) ❛✉① ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ s✉✐t❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ tr❛♥s✈❡rs❡ (yi, zi) ❡st t❡❧❧❡ q✉❡
yi >
C
z2i
✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t q✉❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉①
✈és✐❝✉❧❡s ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✷✵ ❡t ✺✳✷✶✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ❧✐♠✐t❡ x→ +∞ ❞❛♥s
❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✵✮ ❡t ✭✺✳✷✶✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
∆y = 2Txx
yi
2 − zi2
(yi2 + zi2)2
, ✭✺✳✷✷✮
∆z = ∆y
zi
yi
. ✭✺✳✷✸✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ Txx ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✺✳✶✵✱ ❡t ❡♥ r❡✈❡♥❛♥t ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣❛t✐❛❧❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥♥é❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❡♥✜♥ ✿
∆y = γ(λ)
yi
2 − zi2
(yi2 + zi2)2
R30ǫ, ✭✺✳✷✹✮
∆z = γ(λ)
yi
2 − zi2
(yi2 + zi2)2
zi
yi
R30ǫ, ✭✺✳✷✺✮
♦ù γ(λ) = 1
3
√
30
π
√
1− ( λ
λc
)2✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝❡tt❡ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à λ ❡t ǫ
❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✷✹✲✺✳✷✺✱ ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s (∆y,∆z) s✬❛♥♥✉❧❡♥t ❧♦rsq✉❡ λ → λc ✾ ✿
❝❡❝✐ ❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ i ❞❡✈✐❡♥t s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❧❛♥
yGiz✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s ♣❛r r❡♥✈❡rs❡♠❡♥t
❞✉ t❡♠♣s✱ ❝♦♥❞✉✐t à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦✉r❛♥t s♦✐❡♥t ❛✉ss✐ s②♠étr✐q✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❝❡ ♣❧❛♥✱ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s✉✐t❡ à ❧❡✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
▲✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡ ♠ê♠❡✳
❡t ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞♦✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ s♦✐t ❝♦♥s✐st❛♥t❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t y ét❛♥t ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ♥✉❧❧❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❛
♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥❡ t❤é♦r✐❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬❛❣✐t❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ s♦✐t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é✳
✾✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ λc ❡st ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té à ❧❛q✉❡❧❧❡ ❛ ❧✐❡✉ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r
à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡✱ ♦✉ à ❝❡❧✉✐ ❞✬♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥✲r❡s♣✐r❛t✐♦♥✱ ❞é✜♥✐ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✼✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ▲❖■◆❚❆■◆❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙
◗❯❆❙■✲❙P❍➱❘■◗❯❊❙ ✼✹
❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à yi ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✹✮✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s❡ r❡♣♦✉ss❡♥t q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s
s♦♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❡t q✉❡ ∆y ❞é❝r♦ît s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡✱
❡♥ 1
yi2
✳ ▲❛ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▲✬❡①♣♦s❛♥t ♣❛✐r ❡st ❝♦❤ér❡♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❡♥tr♦s②♠étr✐❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡ ✶✵✳
❉é♣❡♥❞❛♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à yi ❡t zi
❉✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✳✷✹✲✺✳✷✺✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù zi > yi✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡
❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s y ❡t z✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s
q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ré❛❧✐sé❡ ♥✬❡st ✈❛❧✐❞❡ q✉❡ ♣♦✉r yi > Cz2i
✳ ❊♥ t❛♥t q✉✬❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✷ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ∆y ❡t ∆z ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ zi✱ ♣♦✉r ν = 0, 985✱ λ = 1 ❡t
1
yi
= 0.2✳
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z
/R0
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❉é❝❛❧❛❣❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ zi✱ ♣♦✉r ν = 0.985, λ = 1 ❡t yi = 5✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡s ♠ê♠❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts
❡t ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐té
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s {R0, ǫ} ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❡t ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶✳ ❈❡✉①
❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✷ s♦♥t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐s ♣❛r {aR0, bǫ}✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s
❡♠♣r✉♥té❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✺✳✷✹✲✺✳✷✺✮✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s
∆y = γ(λ)
1 + ba3
2
yi
2 − zi2
(yi2 + zi2)2
R0
3ǫ,
❡t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✸✮ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧❛❜❧❡✳
▲❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ a ❡t b✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✲
✈❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉r ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡
✈és✐❝✉❧❡✳
✶✵✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤❛♥❣❡ yi ❡♥ −yi✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ xi ❝❤❛♥❣❡ ❛✉ss✐ ❞❡ s✐❣♥❡✳ P❛r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉①
♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ♣ré❞✐ts ❝❤❛♥❣❡♥t ❞❡ s✐❣♥❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡
❧✬❡①♣♦s❛♥t✳
✼✺
✺✳✸ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥
➚ ❧✬♦r❞r❡ 1 ♠♦❞✐✜é✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡s ❝♦❡✣✲
❝✐❡♥ts f2m✱ ❞é✜♥✐s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✺✱ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❝❡s q✉❛♥t✐tés ét❛♥t ❞ét❛✐❧❧é à ❧✬❛♥♥❡①❡
▼✳
P❛r s②♠étr✐❡✱ ❧❡s ❛♥❣❧❡s ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
tr❛❝é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✸ ❧❡✉r é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ x✱ ♣♦✉r
❧❡s ♠ê♠❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r tr❛❝❡r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳ xi ✈❛✉t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
−100R0✱ ❡t ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❝❡❧❧❡s ❞✉ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ▲❡
s②stè♠❡ ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ✺✳✹✱ ✺✳✼✱ ❡t ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ♣❡r♠✉t❛♥t ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s 1 ❡t 2
❞❛♥s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❛ ✐❝✐ été ✐♥té❣ré ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥✱ ♣♦✉r {ν, λ, yi, zi} = {0, 985; 1; 5; 0}✳
◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❝✐♥q ♣❤❛s❡s ❞❛♥s ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡
❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡✳ ◗✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❞❡s ✈és✐✲
❝✉❧❡s✱ ❝❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s s♦♥t ❧✐é❡s ❛✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ rés✐st❡ à ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
é❧♦♥❣❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✈és✐❝✉❧❡✳
➚ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ❜❛sé s✉r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❞♦♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡
q✉❡ ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts
❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡ à ❝❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
✺✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱
♣♦✉r ❧❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❛②❛♥t été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r tr❛❝❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✺✳✶✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✺✳✸✳
✺✳✹✳✶ ❊①❡♠♣❧❡
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ✐♥tr♦❞✉✐ts à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱
♦♥t été ❧❡s s✉✐✈❛♥ts ✿ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t nref = 3✱ ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ∆t = 10−4τκ
❡t ✉♥ t❡♠♣s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ τinc = 10−4τκ✳ ▲❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♦♥t
été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣❧❛❝é❡s t❡❧❧❡s q✉❡ xi = −100✱ ❧❡✉rs ❢♦r♠❡s ét❛♥t ❝❡❧❧❡s q✉✬❡❧❧❡s ❛❞♦♣t❡♥t
❡♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❝❡tt❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ ▲❖■◆❚❆■◆❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙
◗❯❆❙■✲❙P❍➱❘■◗❯❊❙ ✼✻
❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ❞✬❡✛❡t à ❧✬♦r❞r❡ ✶ ♠♦❞✐✜é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ Ca = 100 ✭lim
κ→0
Ca =
+∞✮✳ ▲❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✺✳✹ ❡t ✺✳✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝✲
t♦✐r❡s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥✲
❣✉❧❛✐r❡s✳ ❆s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t✱ ψeq = 37, 7➦✱ ❡t
❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧✱ ψeq = 38, 0➦✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❝❤♦✐s✐❡s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ q✉❛❧✐t❛t✐❢✳ ◆♦✉s
✐♥t❡r♣rét♦♥s ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s é❝❛rts ♣❛r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❡♥
ǫ✳
❙✐ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ❝♦rr❡❝t❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧✬é❝❛rt ❡♥tr❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ∆y ❞✐♠✐♥✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ré❞✉✐t ǫ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ à ❧✬♦r❞r❡ 1
♠♦❞✐✜é ❡st ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ 1
λ
= ❖(ǫ)✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ré❣✐♠❡ ❞❡
❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s é❝❛rts✱ ❡♥ ♥♦✉s ♣❧❛ç❛♥t
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❣r❛♥❞ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳
✺✳✹✳✷ ➱t✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
P♦✉r q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❛✈❡❝ 1
λ
= ❖(ǫ)✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s r❡st❡♥t ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡
❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ λ = λc
2
=
√
30π 4
23ǫ
✱ ♦ù λc ❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞✉
r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❝r✐t✐q✉❡ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✹✳✶✳✷✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s s♦♥t ✐♥❞✐q✉és s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s yi = 5R0✱ ♣♦✉r
(nref = 3;∆t = 10
−4τc) ❡t (nref = 4;∆t = 10−5τc)✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ λ = ❖(1
ǫ
)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ tr❛❝é ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ♣♦✉r λ = 1✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✐ss✉❡ ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ s❡♠❜❧❡ t❡♥❞r❡ ✈❡rs ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❧✬❛❝❝♦r❞ ét❛♥t ♠❡✐❧❧❡✉r ♣♦✉r nref = 4 à ♣❛rt✐r ❞❡ ǫ < 0, 15✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♣❧✉s ✜♥❡ s♦✐t
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✱ ❞♦♥❝ ❝❡s rés✉❧t❛ts ✈♦♥t ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞✬✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✺✳✷✹✳ ◆♦✉s ✐♥t❡r♣rét♦♥s ❧❡ ❞é❝r♦❝❤❛❣❡ ❡♥tr❡ nref = 3 ❡t nref = 4✱
♣♦✉r ǫ < 0, 15✱ ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❛②❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝❡s ✜①é✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞❡ 1✳ P♦✉r nref = 3✱ ❧❛ ❢♦r♠❡
✐♥✐t✐❛❧❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ν = 0, 9985 ✶✶✱ s♦✐t ǫ = 0, 13✱
❛❧♦rs q✉❡ ♣♦✉r nref = 4✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ν = 0, 9996✱ s♦✐t ǫ = 0, 06✳ P♦✉r
nref = 4✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❛ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t s✉♣ér✐❡✉r à 0, 05✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s
❡✛❡❝t✉é ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ǫ ≤ 0, 05✳ ◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s
✶✶✳ ❈❡ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ❛ été ♦❜t❡♥✉ s❛♥s ❧✬❛❥♦✉t ❞✉ ❜r✉✐t r❛❞✐❛❧ ✐♥❞✐q✉é ♣❛❣❡ ✸✽✳
✼✼
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code intégral, n
ref=4
code intégral, n
ref=4, λ=1
λ=λ
c
/2
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ǫ s✉r ∆y
R0
✱ ♣♦✉r yi = 5R0✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♥♦✐r❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✺✳✷✷✳
❛✉ss✐ ♣♦✉r nref = 4 ❡t λ = 1✱ ❧✬❛❝❝♦r❞ ❡st ♠♦✐♥s ❜♦♥✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ λ = ❖(1ǫ )
❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✶✷✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣ré✲
❞✐❝t✐♦♥s t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ q✉✐ s❡r♦♥t ❞ét❛✐❧❧é❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s
♠❡s✉ré❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s tr❛♥s✈❡rs❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ R0✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ ♠❡♥é❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s
❛tt❡♥❞♦♥s✱ ❛✈❡❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ❞✐s❝rét✐s❛t✐♦♥s s♣❛t✐❛❧❡s ❡t t❡♠♣♦r❡❧❧❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ✜♥❡s✱
à ♣♦✉✈♦✐r rés♦✉❞r❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱
✐ss✉s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s rétr♦❛❝t✐❢s✳ ▲❡s ✈és✐❝✉❧❡s ét❛♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ǫ ≃ 0, 7✱
❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ♣♦✉r {nref = 3, ǫ < 0, 15} ♣rés❡♥té❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♥✬❡st
♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♥s❡r✈é nref = 3✳
✶✷✳ P♦✉r ǫ = 0, 6✱ λc2 = 2, 8 ❀ ❡t ♣♦✉r ǫ = 0, 1✱
λc
2 = 16, 9✳

❈❤❛♣✐tr❡ ✻
■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s
❆♣rès ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝❛s ❞❡
✈és✐❝✉❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❡t ♠♦✐♥s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ❞é❝r✐t à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s s❡r♦♥t ♣❛r❛♠é✲
tré❡s ♣❛r ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ~ri =
−−−→
G1G2(t = 0) = (xi, yi, zi)✳ (yi, zi) ❡st r❡♣rés❡♥té ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t
❞❛♥s ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ♣❛r❛♠étr✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ♣❛r ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s ♣❛r❛✲
♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ➚ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s
✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛✲
t✐✈❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts ❡t ❧❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝
❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♥♦✉s ❛ ❡♥s✉✐t❡ ❣✉✐❞é ♣♦✉r
❧✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡✱ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❜❛rr❡s ❞✬❡rr❡✉r ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s✱
❛✜♥ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✻✳✹✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡✉① ❤②✲
♣♦t❤ès❡s ✿ ✭✐✮ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ❞é❝❛❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✉♥ ❞❡♠✐✲r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❡t ✭✐✐✮ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ♣❛r♦✐s ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❡♥❣❡♥✲
❞r❡r ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r✐ét❛❧❡ ✭❝❢✳ ✶✳✸✳✸✮ ❞❡✈❛♥t
❛✉ss✐ êtr❡ ♣r✐s ❡♥ ❝♦♠♣t❡✳
✻✳✶ ❈❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss♦❝✐é ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t à ✉♥❡ ❡s✲
t✐♠❛t✐♦♥ ❞✬❡rr❡✉r✱ r❡♥❞❛♥t ❡♠♣✐r✐q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t
✼✾
❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ P❘❖❈❍❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✽✵
❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ✶ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
s♦♥t nref ,∆t, τinc ❡t xi✳
P♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s ❡ss❛✐s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥ ❝❛s ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❡①♣é✲
r✐♠❡♥t❛❧❡ ♦ù ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❛✉① ♠❡s✉r❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à
❞é❝❡❧❡r ❞✬é✈❡♥t✉❡❧s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s q✉✐ ♣♦✉rr❛✐❡♥t s✉r✈❡♥✐r ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ à
❝❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t é❣❛❧ à 0, 95✱
✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡ 1✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
−−−→
G1G2 = (−10R0, 0, 5R0, 0)✱ ❡t
♣❧❛❝é❡s ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ Ca ✈❛✉t 50✳ ❙✉♣♣♦s❛♥t ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ |xi| s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ s♦✐t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡✉r ❢♦r♠❡ ❡t t❡♥s✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❝❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡s ♦♥t ❡♥ ré❣✐♠❡
st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✈ér✐✜é✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t à ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✶✱ q✉❡ ❞♦✉❜❧❡r ❧❛ ❞✐s✲
t❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♠♦❞✐✜❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ✷✳ ▲✬ét❛t ✐♥✐t✐❛❧ ❡st ♦❜t❡♥✉
❣râ❝❡ à ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡♥tr❡
❞❡✉① r❡♠❛✐❧❧❛❣❡s ❡st é❣❛❧ à E(∆tγ˙)✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s à ❧❛ ♣❛❣❡ ✽✸ q✉❡ ❝❡s r❡♠❛✐❧❧❛❣❡s
♦♥t ✐❝✐ ✉♥ rô❧❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳
P❛s ❞✬❡s♣❛❝❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧✬❡✛❡t ❞✉ ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡✱ ❧✐é ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡
r❛✣♥❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ τinc = 10−4τc ❡t ∆t = τinc✳ ❈❡s ✈❛❧❡✉rs s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡
❝❡❧❧❡s ❛②❛♥t ❞♦♥♥é ❞❡ ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
s✐♠♣❧❡ ❬✺✼❪✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 2 ❞❛♥s ❧❡
ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1✱ ♣♦✉r nref ∈ [[2, 4]]✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ∆y
R0
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ 1
N
✱ ♦ù N ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥
❝❤♦✐s✐❡✳
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x/R0
0,5
1
1,5
2
y/
R 0
n
ref=2
n
ref=3
n
ref=4
0 0,001 0,002 0,003 0,004
1/N
0,82
0,84
0,86
0,88
0,9
∆ y
/R
0
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ nref s✉r ❧❛ tr❛✲
❥❡❝t♦✐r❡✱ ♣♦✉r ✭ν = 0, 95✱ λ = 1✱ Ca =
50✮
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ❧❛tér❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ 1
N
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ s❡♠❜❧❡ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ♣♦✉r 1
N
→ 0✱ ❝❡ q✉✐
❡st ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❊♥ ♣❛ss❛♥t ❞❡ 3 à 4 ❞❡❣rés ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥ts✱
✐❧ ♥✬② ❛ ✉♥ é❝❛rt r❡❧❛t✐❢ s✉r ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ∆y
R0
q✉❡ ❞❡ 0, 3%✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛ ❛✉❣♠❡♥té ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r 15 ✸✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ ❞✬✉t✐❧✐s❡r 3 ❞❡❣rés ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t
✶✳ ➚ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡❧❛ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ❡♥ t❡♠♣s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳
✷✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❡st ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡
❧✐é à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1%✳
✸✳ ◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❝❡ r❛♣♣♦rt ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts✱ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 5✳ ❈❡❝✐
❡st ❧✐é ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à
N2✱ ❝❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡q✉✐❡rt ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱
❛♣♣r♦❝❤é❡ ♣❛r ❡♥✈✐r♦♥ N ❝❛❧❝✉❧s✳
✽✶
♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ✹✳ P♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✳
P❛s ❞❡ t❡♠♣s
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❞✐✈✐s❡r ♣❛r 2 ❧❡ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡♥ ❧❡ ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❞❡ 10−4τc
à 510−5τc✱ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t q✉✬à ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t r❡❧❛t✐❢ ❞❡ 0, 3% ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥
∆y
R0
✳
P♦✉r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❣❛r❞é ✉♥ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ❞❡ 10−4τc✱ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠✲
♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡t ❞✉ré❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✺✳
❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs (nref = 3, τinc = 10−4τc,∆t = τinc)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡s
♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
❛✈❡❝ xi✱ ♣♦✉r |xi| s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✳
❉✐st❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ xi ❞♦✐t êtr❡ ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡✱ ❡♥ ❞é❜✉t ❡t ❡♥
✜♥ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦✐❡♥t ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s✳
❊♥ ❝❤♦✐s✐ss❛♥t xi = −20R0 à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡ −10R0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉❡ ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st
♠♦❞✐✜é ❞❡ 0, 4%✱ ❛✐♥s✐ ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r à 1%✳
❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
▲❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ✻✳✹ ❡t ✻✳✺✳
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-0,0005
0
0,0005
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-A
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i
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ A ❞✬✉♥❡
✈és✐❝✉❧❡✳ Aini ❡st ❧✬❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡✳
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x/R0
-2e-05
-1e-05
0
(V
-V
in
i)/V
in
i
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ V
❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ Vini ❡st ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é q✉❡ ♣♦✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛✐r❡
❡t ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 0, 1% ❡t 3 10−3%✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ s❡
❝♦♥s❡r✈❡ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 1%✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❝❡❧❛ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❛✉ss✐ ét✉❞✐é ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✳
❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡
P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧é max{i∈T}
|∆Ai,n|
Ai,n
❛✉
❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ T ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s ♠❛✐❧❧❛♥t ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱
Ai,n à ❧✬❛✐r❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ i à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n✱ ❡t ∆Ai,n à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ tr✐❛♥❣❧❡ s✐
s❡s s♦♠♠❡ts s❡ ❞é♣❧❛❝❡♥t ♣❡♥❞❛♥t dt ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ n ✻✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
✹✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ♣❛❣❡ ✽✺ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❛②❛♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ❞❡ 0, 8✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ✉t✐❧✐s❡r 4 ❞❡❣rés ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t✳
✺✳ ❙✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜✉r❡❛✉✱ éq✉✐♣é ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ■♥t❡❧ ❈❡❧❡r♦♥ ✭❞♦♥t ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❝❛❝❤❡ ❡st ❞❡
✶✷✽❦♦✮✱ ❞❡ ✷✱✽●❍③✱ ❛✈❡❝ ✺✶✷▼♦ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ✈✐✈❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r (nref = 3;∆t =
10−4τc) ❛ ♣r✐s 38 ♠✐♥✉t❡s✳
✻✳ ❈♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ♣❛❣❡ ✹✷✱ ❡♥tr❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts n∆t ❡t (n+1)∆t✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥❡ s♦♥t ❛❞✈❡❝tés
q✉❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ P❘❖❈❍❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✽✷
❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡
❧✬❛✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✬✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧é❡ ❛✈❡❝
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❝♦♠♣❧❡t
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ r❡st❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡
à 1%✱ ❜✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ♣❛r❢♦✐s très ❣r❛♥❞❡✱ ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à 800%✳ ❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r s✐ ❝❡s
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t q✉❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s tr✐❛♥❣❧❡s ✐s♦❧és✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ❧❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❞❡ tr✐❛♥❣❧❡s ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞✬❛✐r❡ s♦♥t ❝♦♠♣r✐s❡s
❞❛♥s ❧❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s [0; 10−2%]✱ [10−2%; 0, 1%]✱ [0, 1%; 1%] ❡t [1%;∞]✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs
❝♦♥st❛té q✉❡✱ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥✱ ♣❧✉s ❞❡ 99, 5% ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s s♦♥t t❡❧s q✉❡ |∆Ai,n|
Ai,n
< 10−2%✳
❈❡❝✐ ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜♦♥♥❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✳
▲✬✉♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✱ ❡t ❞♦♥❝
à ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ τinc ✭❝❢✳ ♣❛❣❡ ✹✵✮✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s
s♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✳
❈♦❡✣❝✐❡♥t ❛ss♦❝✐é à ❧❛ t❡♥s✐♦♥
❆✜♥ ❞✬ét✉❞✐❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ τinc s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
❧✬❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r τinc = 0, 5∆t ❡t τinc = 2∆t✳ P♦✉r τinc = 2∆t✱
❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❛❜♦✉t✐✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✐♥t❡r♣rét♦♥s
♣❛r ❧✬✐❞é❡ q✉❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ♥❡ s✬❛❞❛♣t❛✐t ♣❛s ❛ss❡③ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①❡r❝é❡s ♣❛r
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✼✳ P♦✉r τinc = 0, 5∆t✱ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ t♦t❛❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛
ré♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✽✳
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❱❛r✐❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ τinc s✉r ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡
✼✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ τinc ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ q✉❡ ♠❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✐❧❛té à r❡♣r❡♥❞r❡ s♦♥ ❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧❡
✽✸
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❞❡ ♠♦✐t✐é τinc ❛♠é❧✐♦r❡ ✉♥ ♣❡✉ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡
❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❛ss❡ ❞❡ 1❻à 0, 6❻✳ ▲❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s
r❡❧❛t✐✈❡s ❞❡s ❛✐r❡s ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s r❡st❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ▲✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡
❧✬❛✐r❡ ♥✬ét❛♥t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡✱ ❡t ♥❡ ✈♦✉❧❛♥t ♣❛s ❞ést❛❜✐❧✐s❡r ❧❡ ❝♦❞❡ ♣❛r ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s
tr♦♣ r❛✐❞❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r τinc = ∆t✳ ▲❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ τinc ❡✛❡❝t✉é❡ ❛
❡♥❣❡♥❞ré ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ∆yf −∆yi ❞❡ 1, 5%✳
❚❡♠♣s ❞❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡
❯♥ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡s ❧❡s E(∆tγ˙) ✐té✲
r❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ét✉❞✐❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛♠ètr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧❡s
tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❡t s❛♥s r❡♠❛✐❧❧❛❣❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té q✉✬✐❧ ❡♥ rés✉❧t❡ ✉♥❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✜♥❛❧ ❞❡
0, 2% ✽✳ ✳
❈♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧✬❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1% ❧♦rs ❞❡s t❡sts ♣rés❡♥tés
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s (nref = 3, τinc = 10−4τc,∆t =
10−4τc, xi = −10R0)✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ∆yR0 ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣ré❝✐s à
♠✐❡✉① q✉❡ 5%✳
❆✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❡s✉r❡s q✉✐ s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s✱
❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r✱ ❝♦♠♠❡
❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✐♥✐t✐❛❧ (nref = 3,
τinc = 10
−4τc,∆t = 10−4τc, xi = −10R0)✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ♣❛❣❡ ✽✺✱ q✉❡
❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ [0, 8; 0, 95]✱ ✐❧ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣♦✉r ν = 0, 8✳
✻✳✷ ➱t✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ♣❤②s✐q✉❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥ts ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡ s✉r
❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❧✐é à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡✉① ❝♦♥s✐❞érés à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ét❛♥t (xi, yi, zi) = (−10R0, 0, 5R0, 0)✱ ν = 0, 95✱ Ca = 50 ❡t λ = 1✳ ◆♦✉s ét✉❞✐❡✲
r♦♥s ❛✐♥s✐ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ yi✱ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✱ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞❡s r❛②♦♥s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts {ν1, ν2}✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ zi✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❡str❡✐♥ts
à ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té ❞❡ 1✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ♠❡s✉r❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❞é❝r✐t❡s à ❧❛ s❡❝✲
t✐♦♥ ✻✳✸ ✾✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♠♦♥tr❡r ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❡s
♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐❡✉① ❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❉②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✾ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞❡ 5 ✐♠❛❣❡s ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ à
❞✐✛ér❡♥ts ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❙✉r ❝❡s ✐♠❛❣❡s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜s❡r✈❡r✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ❛✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡✱ ❧❛
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♠✐♥❝❡ ✜❧♠ ❧✐q✉✐❞❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t✳ ◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s
❛✉ss✐ ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐t❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛
✽✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❝❡ r❡♠❛✐❧❧❛❣❡ ❛ s✉rt♦✉t ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❡♥ ♠♦✉✈❡✲
♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✼❪✳
✾✳ ❈❡s ♠❡s✉r❡s s♦♥t ✐ss✉❡s ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✻❪✳ ▲❡ ❝❛s λ 6= 1 ❛ ❛❧♦rs ❛✉ss✐ été ét✉❞✐é✱
♠❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ❞❡ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧❡ ❝❛s ♦ù λ = 1✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ P❘❖❈❍❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✽✹
t = 0 t = 430∆t t = 820∆t
t = 980∆t t = 1100∆t
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ yi ❡t ❞✉ ♥♦♠❜r❡
❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ s✉r ❝❡tt❡ ré♣✉❧s✐♦♥✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ Ca = ηγ˙R
3
0
κ
✳ ❉❛♥s ❧❡s
❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ Ca ❛ été ❡st✐♠é ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [10; 100]✱ ❧❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ét❛♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t ❧✐é❡s à ❝❡❧❧❡s s✉r R0 ❡t κ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❡s tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs (10, 50, 100)✱ ❝♦♠♣r✐s❡s
❞❛♥s ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧✳ ▲❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛✈❛✐❡♥t ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t é❣❛❧ à 0, 95✱ ❡t
❧❡s ♠ê♠❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ P♦✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ∆y
R0
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ yi
R0
✱ ♣♦✉r zi = 0 ✶✵✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r ν = 0.95✱
λ = 1 ❡t Ca ∈ {10; 50; 100}✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧❛
ré♣✉❧s✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ♣❛r✈❡♥✉ à ❡①♣❧✐q✉❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ❯♥❡ ❛♥❛✲
❧②s❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ✜❧♠ ❧✐q✉✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❣♦✉tt❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪✱ ♣♦✉rr❛✐t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ré♣♦♥s❡✳
▲❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞é❝r✐t❡s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻
ét❛♥t ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡s ❡♥ t❛✐❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ét✉❞✐é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ r❛②♦♥
✶✵✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥t été tr❛❝é❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ✈❛r✐❡r yi ♣❛r ♣❛s ❞❡ 0, 1✳ ❈❡s ♣♦✐♥ts s♦♥t ♣rés❡♥tés
♣♦✉r Ca = 100✱ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ Ca ❛②❛♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❧✐❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts ♦❜t❡♥✉s✳
❈❡ ♣❛s ❛ été ❝♦♥s❡r✈é ❞❛♥s t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦✉r❜❡s q✉✐ s❡r♦♥t ♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳
✽✺
éq✉✐✈❛❧❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐té ❡♥ r❛②♦♥
◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❧❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s R0,1 ❡t R0,2 = αR0,1✳ ▲❡s ❝♦✉r❜❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ∆y(yi)✱ ♣♦✉r α ∈ {0.9, 1, 1.1}✱ s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐té ❡♥ r❛②♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ν = 0.95✱
λ = 1 ❡t Ca = 10✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♣❧✉s ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 2 ❡st ❣r♦ss❡ ❡t ♣❧✉s ❡❧❧❡ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡
1✱ ❡♥ ✉♥✐té ❞❡ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1✳ ❈❡❝✐ ❡st q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉
rés✉❧t❛t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♦ù ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ i ❡st
♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à R3i ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ét✉❞✐é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐té ❡♥ ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs✐té ❡♥ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t
▲✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ν ❛ été ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ♦♥t ❧❡
♠ê♠❡ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❡s tr♦✐s ✈❛❧❡✉rs t②♣✐q✉❡s 0, 8✱ 0, 95 ❡t 0, 99✳
P♦✉r ❝❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ∆y(yi)✱ ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✻✳✶✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r λ = 1 ❡t
Ca = 10
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♠♦✐♥s ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ❡❧❧❡s s❡ r❡♣♦✉ss❡♥t✱
t❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥❝♦r❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✳
P♦✉r tr❛❝❡r ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ν = 0, 8✱ ❧❡ ❞❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❛ été ❛✉❣♠❡♥té
à 4✳ P♦✉r ❝❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♠♦✐♥s s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❡st ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ ❡st✐♠é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ P❘❖❈❍❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✽✻
✸✳✼✳ ❙✐ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ ✜♥✱ ❝❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ❣é♥ér❡r ❞❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés
❧✐é❡s ❛✉① ❢♦r❝❡s ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❡t ❞❡ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ét❛♥t ❧✐é❡s ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡✱ ❞✬❛♣rès ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✷✳✶✷✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥st❛té ❝❡s ✐♥st❛❜✐❧✐tés ♣❛r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡
❞✬✐rré❣✉❧❛r✐tés ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r (nref = 3, ∆tτc = 10
−4)✱ ❞✉ t②♣❡ ❞❡
❝❡❧❧❡s q✉❡ ♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ♥♦♥ ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ ❝❡rt❛✐♥s ♣♦✐♥ts✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉r❜❡✱
❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡s ♦❜t❡♥✉❡s ♣♦✉r (nref = 3, ∆tτc = 10
−5) ❡t (nref = 4, ∆tτc = 5.10
−5)✱ ❡st
♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ P♦✉r nref = 4✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ∆t = 5.10−5τc✱ ❝❛r ♣♦✉r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ∆yi✱ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✬♦♥t ♣❛s ❛❜♦✉t✐ ❛✈❡❝ ∆t = 10−4τc ✶✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞❡❣ré ❞❡ r❛✣♥❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ∆t ♣♦✉r ν = 0, 8
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ét✉❞✐é ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ zi s✉r ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
■♥✢✉❡♥❝❡ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù yi = 0, 5R0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥∆y(∆zi)
❡t ∆z(zi)✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✹✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛ été ❛✉❣♠❡♥té❡ à 40R0✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
∆z(zi) ❛✐❡♥t ✉♥❡ ❛s②♠♣t♦t❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ s❡❧♦♥ ② ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ zi✱ ♣♦✉r yi = R0✱ ν = 0.95✱
λ = 1 ❛♥❞ Ca = 50✳
✶✶✳ P♦✉r yi = 0, 1✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ❛♣♣r♦❝❤❛♥t
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡♥t❡♠❡♥t ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ✉♥❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛s ❞❡ t❡♠♣s ✿ ♣♦✉r |x| > 4✱
∆t = 10−4τc✱ ❡t s✐♥♦♥ ∆t = 5.10−5τc✳
✽✼
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ♥♦♥ ♠♦♥♦t♦♥❡s✳ P♦✉r zi < 1.8R0✱
✐❧ ② ❛ ré♣✉❧s✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té✳ P♦✉r
zi > 2.5R0✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡✱ s✉✐t❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s s❡ s♦♥t ❛♣♣r♦❝❤é❡s
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s s✉✐✈❛♥t y ❡t s✉✐✈❛♥t z✳ ❈❡tt❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡st ♠❛①✐♠❛❧❡
✈❡rs zi ⋍ 3R0✱ ❡t ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥s✉✐t❡✱ ♣♦✉r t❡♥❞r❡ ✈❡rs 0✳ ❉❛♥s ❧❛ ❣❛♠♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ✐❧
♥✬❛ ré♣✉❧s✐♦♥ q✉❡ s✉✐✈❛♥t y✳
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦✉r❜❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♣rés❡♥té❡s à ❧❛ ✜✲
❣✉r❡ ✺✳✷✱ ♦♥t ❞❡s ❛❧❧✉r❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♦ù ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t ❧♦rsq✉❡ zi > yi✱ ❞✬❛♣rès
❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✺✳✷✹ ❡t ✺✳✷✺✳ ■❧ ❛ ❛✉ss✐ été ♦❜s❡r✈é ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
❝❛♣s✉❧❡s ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣r♦❝❤❡✱ ❛✈❡❝ zi 6= 0✱ ♣♦✉r ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✵❪✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣♦✉tt❡s✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s été ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❧❡s s✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉r ❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❝❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♣♦✉rr❛✐t ❝♦♥s✐st❡r à ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❛♥❛❧②s❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ré❛✲
❧✐sé❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❝❛♣s✉❧❡s ❡t ❞❡ ❣♦✉tt❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s
♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦♥ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s✱ r❡st❡ ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ❝❛s ❧♦✐♥t❛✐♥ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡✱ ❡t ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ♥é❝❡ss✐t❡r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞✉
✜❧♠ ❧✐q✉✐❞❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ❝♦♠♠❡
ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣♦✉tt❡s ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛❧❧❛♥t ❞❛♥s ❝❡
s❡♥s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❛♠❡♥é❡s ❧✬✉♥❡ ❝♦♥tr❡ ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❡①t❡r♥❡✱ ❧❡
❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❥♦✐❣♥❛♥t ❧❡✉rs ❝❡♥tr❡s ❞❡ ♠❛ss❡✱ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✹❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s ❡st ❛❜s❡♥t✱ s✐♠♣❧✐✜❛♥t ❧✬❛♥❛❧②s❡✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s (yi;Ca;R0; ν; zi)✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❡s✉r❡s
ré❛❧✐sé❡s à ♣❛rt✐r ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡ ♣rés❡♥té à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ◆♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡①♣♦s❡r à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ tr♦✐s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s ♠❡s✉ré❡s✳
✻✳✸ ▼❡s✉r❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❧❡ ❝❛s ❞❡ tr♦✐s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à
❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s r❡❧❛t✐✈❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❡s r❛♣♣♦rts ❞❡
✈✐s❝♦s✐té s♦♥t ❞❡ 1✳ ❯♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❡st ♣rés❡♥té❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡✉r ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧✳ ▲❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♦♥t ❧❡✉rs ❝♦♥t♦✉rs à ♣❡✉ ♣rès s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ♥❡ts✱
♠❛✐s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉♥❡ ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 5➭♠ s✉r z✳
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❆ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❇ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❈
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ■♠❛❣❡s ❞❡s ♣❤❛s❡s ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡
❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ P❘❖❈❍❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✽✽
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ✐♠❛❣❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬❛✐r❡ ré❞✉✐t❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦té❡
ν2d✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠❡s✉ré❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ♠ê♠❡
♣ér✐♠ètr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳ ❉❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❆ à ❈✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s
❞é❣♦♥✢é❡s✱ ❧❡s ❛✐r❡s ré❞✉✐t❡s ♣❛ss❛♥t s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1 à 0, 93✱ ♣✉✐s à 0, 9✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ R2d ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞✉
❞✐sq✉❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣ér✐♠ètr❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t Rmoy =
(R1,2d+R2,2d)
2
✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❆ à ❈✱ yi
Rmoy
= 1, 6✱ yi
Rmoy
= 0, 2 ❡t yi
Rmoy
= 0, 5✳
▲❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♠❡s✉ré❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✳
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❆ ✿
(R1,2d = 8, 39➭♠, ν1,2d = 0, 99,
R2,2d = 8, 38➭♠, ν2,2d = 1, 00,
yi = 6, 7➭♠)
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(R1,2d = 9, 33µm, ν1,2d = 0, 94,
R2,2d = 9, 24µm, ν2,2d = 0, 92,
yi = 6, 32➭♠)
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❈ ✿
(R1,2d = 6, 83➭♠, ν1,2d = 0, 90,
R2,2d = 7, 32➭♠, ν2,2d = 0, 91,
yi = 3, 48➭♠)
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❊①❡♠♣❧❡s ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s
❙✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❇ ❡t ❈✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r x
Rmoy
> 5✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 1➭♠ ✶✷✳ ❈❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❢♦♥t s❡❧♦♥ ♥♦✉s ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s
❞❡ ♠❡s✉r❡ s❡❧♦♥ y✱ q✉❡ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s ❞♦♥❝ à 1➭♠✳
P♦✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❆✱ ❛✉① ✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ♣rès✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ ❝♦♥❞✉✐t ♣❛s à
✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ tr❛♥s✈❡rs❡✳ ❈❡tt❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲
s♣❤ér✐q✉❡s✱ ❝❛r ❧✬❛✐r❡ ré❞✉✐t❡ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ 0, 99 ❡t ❞❡ 1✳ ❈❡tt❡ ❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ s✉✐✈❛♥t
y ❡st ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❙t♦❦❡s✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ❧❛ s②♠étr✐❡
❛♠♦♥t✲❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❡✛❡❝t✉é ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧
❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s s♣❤ér✐q✉❡s ♣rés❡♥té❡ à ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳
P♦✉r ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❇ ❡t ❈✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ré♣✉❧s✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱
❛✈❡❝ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ∆y
Rmoy
= 0, 54 ❡t ∆y
Rmoy
= 0, 51✳ ❈❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s s♦♥t ♥♦♥ ♠♦✲
♥♦t♦♥❡s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ré❣✐♦♥s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t ✭y(x) ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s ✉♥
é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t✳ ▲❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ♣❤❛s❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❝♦♥s✐st❛♥t
❡♥ ✉♥ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t✱ ✉♥ é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t✱ ♣✉✐s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞✉ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ à ❝❡s ❞❡✉① tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✳
✻✳✹ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ❡①♣ér✐❡♥❝❡
✻✳✹✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❣râ❝❡ ❛✉ ❝♦❞❡
✐♥té❣r❛❧ ❛✉① ♠❡s✉r❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❇✱ ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✳
✶✷✳ ❈❡s ❞❡r♥✐èr❡s s♦♥t ❡st✐♠é❡s ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ♣♦✉r ♦r✐❣✐♥❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❧❡ ♠♦♥t❛❣❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡
❞✬❛✉tr❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♦✉ ❞❡ r✉❣♦s✐tés ❞✉ ❝❛♥❛❧ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ét✉❞✐é❡s✳
✽✾
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ❡t ❞✉ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t
❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ❞é❝r✐t❡s
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❡✉r ❛✐r❡ ré❞✉✐t❡ ❡t ❧❡✉r r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞✬❡♥tré❡
❞✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ét❛♥t ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ❡t ♥♦♥ ❧✬❛✐r❡ ré❞✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡
❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡s ❛✐r❡s ré❞✉✐t❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s✱
❧❡s ❢♦r♠❡s ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s s♦♥t ❞❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s ♣r♦❧❛t❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✳
▲❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡ ♣r♦❧❛t❡ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝❛r❛❝tér✐sés à ♣❛rt✐r ❞❡ s❛ ❝♦✉♣❡ ♣❛r ❝❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦r♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥tr❡ ❛✐r❡ ré❞✉✐t❡
❡t ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t✳ ▲❛ ❝♦✉r❜❡ ν3d(ν2d) ♦❜t❡♥✉❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✼✳
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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ν 3
d
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✼✿ ➱q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛✐r❡ ré❞✉✐t❡ ❡t ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ tr♦✉✈é q✉❡ ❧❡s ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ❛✐r❡s ré❞✉✐t❡s 0, 94
❡t 0, 92 s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 0, 96 ❡t 0, 95✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣❛r❞é ♣♦✉r ❧❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts
✸❞ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✷❞ ✶✸✳
❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝é ♣❛r s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ét❛✐❡♥t ♣❧❛❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥
❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t (xCy)✱ ♦ù ♥♦✉s ♥♦✉s ré❢ér♦♥s à ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥
♣❛r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~ez✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝❤♦✐s✐ zi = 0✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ét❛♥t ❡st✐♠é ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [10; 100]✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr❛❝é ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡
♣♦✉r Ca ∈ {10; 50; 100}✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✽✳
-100 -50 0 50 100
x (µm)
5
10
15
y 
(µ
m
)
Ca=100
Ca=50
Ca=10
mesures
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✽✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♠❡s✉ré❡ ❡t ❧❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s s✐♠✉❧é❡s✱ ♣♦✉r
zi = 0 ❡t Ca ∈ {10; 50; 100}
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛✲
♣✐❧❧❛✐r❡ ❞❡ ✶✵✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦✉r❜❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❡♥❞❛♥❝❡s s♦✐❡♥t ♣rés❡♥t❡s✱
✶✸✳ ❯♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ✉♥❡ s❡✉❧❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r
q✉❡❧s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❡t ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡s ❛✐r❡s ré❞✉✐t❡s ❡t ❧❡s r❛②♦♥s
éq✉✐✈❛❧❡♥ts ✷❞ ♠❡s✉rés✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ P❘❖❈❍❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✾✵
❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜✐❧❛♥ ré♣✉❧s✐❢✱ ❧✬é❧♦✐❣♥❡♠❡♥t ♠❛❥♦r✐t❛✐r❡ ♣♦✉r x < 0 ✭y(0) > yi✮✮ ❡t ❧❡ r❛♣♣r♦✲
❝❤❡♠❡♥t ♣♦✉r x > 0 ✭yf < y(0)✮✮✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ✉♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ q✉❛♥t✐t❛t✐❢✳ Pr❡♠✐èr❡♠❡♥t✱
✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ré♣✉❧s✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t q✉✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❞✬✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❡♥✈✐r♦♥ 60%
❡t✱ ❞❡✉①✐è♠❡♠❡♥t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❛❜s❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ♦❜s❡r✈é❡s
❆✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡ ❞és❛❝❝♦r❞ s✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆y✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ (xCy)✳ ❙✐ ❝❡❧❛ ét❛✐t ❧❡ ❝❛s✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡
❧✬ét✉❞❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣rés❡♥té❡ ♣❛❣❡ ✽✻✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡✈r❛✐❡♥t ♠♦✐♥s s❡ r❡♣♦✉ss❡r✳ ❖r ✉♥ t❡❧
❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r ✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ② ❛✈♦✐r ❞❡s ✐♥❤♦♠♦❣é♥é✐tés ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡
❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡✱ q✉✐ ❞é❝❛❧❡r❛✐❡♥t ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s❡❧♦♥ z✳ ❙✐ t❡❧ ❡st ❧❡ ❝❛s✱ ✉♥❡ ❢♦✐s
❞é❝❛❧é❡s✱ ❧❡✉r ♠✐❣r❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ♣❧❛♥ (xCy) ❡st ❧❡♥t❡✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t
❧♦rs ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♣❧❛♥ (xCy)✱ ❝♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✻❪✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é q✉❡ ❧❡ ❧✐❡✉
❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ét❛✐t s✐t✉é r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ❡♥ ❛✈❛❧ ❞✉ ❞✐s♣♦s✐t✐❢ ❞❡ ❢♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥
à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♥✬❛✐❡♥t ♣❛s ❡♥❝♦r❡ r❡❥♦✐♥t ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (xCy)✱ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ ❡♥❝♦r❡ ❞é❝❛❧é❡s s❡❧♦♥ z✳
❆✜♥ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t ♣♦✉r x < 0✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
r❡♠✐s ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s q✉❡ ♣❛r
❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♣❛r♦✐s ❞é❝r♦✐ss❛♥t
❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡t ❡✛❡t ♣♦✉rr❛✐t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❡ r❛♣♣r♦❝❤❡♠❡♥t
♦❜s❡r✈é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳
■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r✐ét❛❧❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧é♠❡♥té ❝❡t ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐ ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❞✉ t❡♥s❡✉r ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✸✳✹✱ ♣❛ss❛♥t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥✜♥✐
à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ s❡♠✐✲✐♥✜♥✐✱ ❜♦r♥é ♣❛r ✉♥❡ ♣❧❛q✉❡ ♣❧❛♥❡ ✐♥✜♥✐❡✳ ❈❡ t❡♥s❡✉r✱ ✐♥❞✐q✉é
❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✽✶❪✱ ❛ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ s✐♠♣❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés
❧♦❝❛❧✐sé❡s ❛✉ ♣♦✐♥t s②♠étr✐q✉❡ ❞✉ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ♣❛r♦✐✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐
❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡ ~f ❧♦❝❛❧✐sé❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ~x0✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥❣❡♥❞ré
❛✉ ♣♦✐♥t ~x ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
~v(~x) = G(~u, ~U)~f, ✭✻✳✶✮
♦ù
G(~u, ~U) = G∞(~u)−G∞(~U) + 2h20GD(~U)− 2h0GSD(~U), ✭✻✳✷✮
❛✈❡❝ ~u = ~x− ~x0✱ ~U = ~x− ~xIM0 ✱ ~xIM0 ét❛♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ s②♠étr✐q✉❡ ♠❡♥t✐♦♥♥é ♣ré❝é❞❡♠✲
♠❡♥t✱ h0 ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐✱G∞ ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ●r❡❡♥ ♣♦✉r ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥✜♥✐✱ ❡t {GD, GSD}
❞❡✉① t❡♥s❡✉rs✳ ▲❡✉rs ❡①♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ GDij (~x) = ± 18πηext (
δij
||~x||3 − 3 xixj||~x||5 ) ❡t
GSDij (~x) =
1
8πηext
[yGDij (~x) ± ( δj2xi−δi2xj||~x||3 )]✱ ♦ù ❧❡ s✐❣♥❡ + q✉✐ ❡st ❝❤♦✐s✐ s✐ j = 2✳ GDij ❡st ❧❡
t❡♥s❡✉r ❞❡ ●r❡❡♥ ❛ss♦❝✐é à ✉♥ ❞✐♣ô❧❡ ❞❡ t②♣❡ s♦✉r❝❡✲♣✉✐ts✱ ❡t GSDij à ✉♥ ❞✐♣ô❧❡ ❞❡ t②♣❡
❢♦r❝❡✳
➚ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❛ss♦❝✐é❡s ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
✐♥té❣r❛❧❡✱ ❝❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♠❛❣❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉r ❧❡s ♠❡♠❜r❛♥❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♣❛r♦✐s ét❛♥t
à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s à R0,1✳ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❛✣♥é ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡
❝❡rt❛✐♥s tr✐❛♥❣❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❡st ré❛❧✐sé ♣♦✉r ❧❡ t❡r♠❡ G∞(~u)✱ ♣♦✉r ❧❡s tr✐❛♥❣❧❡s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ à 0, 25R0,1 ✭❝❢✳ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✳
✾✶
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❇ ♣rés❡♥té❡
s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐t à y1,paroi = 31, 6µm✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r Ca = 10✱
q✉✐ ❛✈❛✐t ❝♦♥❞✉✐t à ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♠❡s✉ré❡✱ ✐♥❞✐q✉é❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡
✻✳✶✽✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♣rés❡♥tés s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✾✳
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simulation, zi=0
mesures
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✾✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❛✈❡❝ ♣❛r♦✐
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❞♦♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
❡st ✈♦✐s✐♥ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♠❡s✉ré❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s s❡ r❡♣♦✉ss❡♥t✱ ❝❡t ❡✛❡t ❡st ❡♥❝♦r❡
♣rés❡♥t✱ ♠❛✐s ❡st s✉♣❡r♣♦sé à ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❆✐♥s✐✱
❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s à ❧❛ ♣❛r♦✐ s♦✐❡♥t ♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❞♦♥❝
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♥é❣❧✐❣❡r ❧✬❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r✐ét❛❧❡ s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡✳ ❈❡❝✐
❡st ❧✐é à ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs ✿ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ R0✱ ❡t ❧❛
❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ s❡❧♦♥ y ❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s
❡st ♣❡t✐t❡✳
❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✾✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ♠❛❧❣ré ❝❡t ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r✐ét❛❧❡✱ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✐♠✉❧é❡ ♣rés❡♥t❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ∆y ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 15%✳ ◆♦✉s
ét✉❞✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧✬❡✛❡t ❞❡ zi s✉r ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡✳
❊✛❡t ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✻✳✶✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡st✐♠é q✉✬✐❧ ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ zi s♦✐t ❞❡
❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 0, 5Rmoy ≃ 5➭♠ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❝❛❧❝✉❧é❡ ❞❡ ∆y ❛♣♣r♦❝❤❡ ❝❡❧❧❡
♠❡s✉ré❡ ❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt ❞❡ ♠♦✐♥s ❞❡ 10%✳ ❈❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱
ét❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❧✐é❡ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞✉ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ♣♦✉r zi
R0
∈ {0; 0, 5; 0, 75} ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵✳
-50 0 50
x(µm)
5
10
15
20
y(µ
m
)
simulation, zi=0
simulation, zi=0,5R0
simulation, zi=0,75R0
mesures
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✵✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ zi ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❇
❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ P❘❖❈❍❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✾✷
▲❛ ❝♦✉r❜❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r zi = 0, 5R0 ❡st ❡♥ ❜♦♥ ❛❝❝♦r❞ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♠❡s✉ré❡✱
❛✈❡❝ ✉♥ é❝❛rt ♠❛①✐♠❛❧ ysim − ymes ≃ 2µm ♣♦✉r x ⋍ 20µm✳ ❈❡t é❝❛rt r❡st❡ s✉♣ér✐❡✉r à
❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡st✐♠é❡ à 1µm✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ♣❧✉s
❞❡s é✈❡♥t✉❡❧s ❡rr❡✉rs ❧✐é❡s ❛✉ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s t❡♥✉ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
✐♥❝❡rt✐t✉❞❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ s✉r ❧❡ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❤♦r♠✐s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉
♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡s r❛②♦♥s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♣❧✉s ♣❡t✐ts✱
♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❧✉s t❛r❞✐✈❡♠❡♥t q✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à zi = 0, 5R0 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵✱ ❡t ❛✐♥s✐ à ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝❝♦r❞✳ ✶✹
❆♣rès ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❇✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉✐✈✐ ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ♣♦✉r ❡ss❛②❡r
❞✬❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❈✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧✬❛❝❝♦r❞ ♦❜t❡♥✉ ét❛✐t r❡♣r♦❞✉❝t✐❜❧❡✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❛✐r❡s ré❞✉✐t❡s ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s 1 ❡t
2 ét❛♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 0, 902 ❡t 0, 908✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❞❡s ✈♦❧✉♠❡s ré❞✉✐ts ❞❡ 0, 947
❡t 0, 939 ✭❧❡s ❝❤✐✛r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐❢s ❞❡ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥✮✳ ▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ à ❧❛ ♣❛r♦✐
❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1 ❛ été ❡st✐♠é❡✱ s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❈ ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✱ t❡❧❧❡ q✉❡ y1,paroi = 30µm✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣❛r❞é ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ é❣❛❧ à 10✳ P❛r
r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ zi✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡✛❡❝t✉é ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r
zi
R0
∈ {0, 5; 0, 6}✱ ❡t ❛✈♦♥s
tr♦✉✈é ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❛❝❝♦r❞ ♣♦✉r zi = 0, 6R0✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡t ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♠❡s✉ré❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✶✳
-25 0 25 50
x (µm)
0
5
10
y 
(µ
m
)
zi=0
zi=0,5R0
zi=0,6R0
mesures
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✶✿ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ zi ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❈
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧✬é❝❛rt ♠❛①✐♠❛❧ ❡st ❞❡ 1, 9➭♠ ✱ s♦✐t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r
q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❇✳
❆♣rès ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s ♥❡ t❡♥❛♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♠♣❛ré ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ x(t)✳
✻✳✹✳✷ ❉✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❊♥ ❛②❛♥t ❛❥✉sté ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡✱ ❛✈❛♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❛
✈✐t❡ss❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ s♦✐t é❣❛❧❡ à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ♠❡s✉ré❡ s✉r ❧❡s 15 ♣r❡♠✐❡rs
✶✹✳ ❉❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ♦♥t ✐♥❞✐q✉é q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (xCy)✱ ❛ ✉♥ ❡✛❡t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r
♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞❡ ❧✬❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈é❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡✳ ❉❛♥s ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞❡s tr❛❥❡❝t♦✐r❡s✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ s❡♠❜❧❡
❞♦♥❝ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡s ❡✛❡ts ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❡①♣❧✐q✉❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s
s♦✐t ❛✉ q✉❛rt ❞❡ ❧❛r❣❡✉r ❞✉ ❝❛♥❛❧✱ ❡t ♥♦♥ à s❛ ♠♦✐t✐é✱ s❡♠❜❧❡ ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
✾✸
♠✐❝r♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❝♦✉r❜❡ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ x(t) ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✷✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✷✿ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ x ♣♦✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❇
◆♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❯♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❝❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❡st ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à zi = 0, 5R0 ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✵
q✉❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉❡ à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ✐♥✐t✐é❡ ♣❧✉s
tôt ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣❡♥s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞✉ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t
♣❡r♠❡ttr❛✐t ❛✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ♣❧✉s s❡ r❛♣♣r♦❝❤❡r ✶✺✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ à ♠✐❡✉① ✈✐s✉❛❧✐s❡r ❧❡s é❝❛rts ❡♥tr❡ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥✲
t♦♥s ❡♥✜♥ ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦✜❧s ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛
tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❇✳
✻✳✹✳✸ Pr♦✜❧s
▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦✜❧s ♦❜t❡♥✉s ♣❛r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛✈❡❝ zi = 0, 5R0 ❡t ❡♥ t❡♥❛♥t
❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛r♦✐✱ ❡t ❝❡✉① ♠❡s✉rés✱ ♦❜t❡♥✉s s✉✐t❡ à ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ✐♠❛❣❡s t❡❧❧❡s q✉❡
❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✺✱ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳✷✸✳
❈❡s ♣r♦✜❧s ♠♦♥tr❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧✬❛❝❝♦r❞ ♦❜t❡♥✉ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ∆y✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❞és❛❝✲
❝♦r❞ s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❆✐♥s✐✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧❛ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r✐ét❛❧❡✱ ❝♦♠❜✐♥é à ✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ♣rés❡♥té ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ❝♦♥s✐❞érés✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❝♦♠♣t❡✲
t❡♥✉ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s✱ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✲
✢✉✐❞✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♦✉r❝❡s ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
ré❛❧✐sé❡✱ ❝♦♠❜✐♥é❡ à ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ré❞✉✐t ❡t ❞✉ r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t✱
❞❡ ❢❛ç♦♥ à êtr❡ ♣❧✉s q✉❛♥t✐t❛t✐❢✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ à t❡st❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣❛r♦✐s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s
♠ê♠❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ❤♦♠♦t❤ét✐q✉❡✱ ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱ ❛✜♥ q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣✉✐ss❡♥t
à ❧❛ ❢♦✐s êtr❡ ♣❧✉s ❧♦✐♥ ❞❡s ♣❛r♦✐s✱ ❡t ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ♦ù ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ✶✻✳ ❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✉♥ ❞é❝❛❧❛❣❡
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té✱ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❡ ❞❡ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❛✈❡❝
✶✺✳ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s ❛✉ss✐ q✉✬✐❧ s❡ ♣♦✉rr❛✐t q✉❡ ❧❡s ❞✉ré❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♠❛❣❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ♥❡ s♦✐❡♥t
♣❛s ❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❝✐ ❛ été ❝♦♥st❛té s✉r ❞❡s ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐♥✉t❡s✳ ◆♦✉s
♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡r ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐✱ ❝❛r ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ q✉❡❧q✉❡s s❡❝♦♥❞❡s✱ ❡t ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♥✬❡♥r❡❣✐str❡ ❧❡s ✐♥st❛♥ts q✉✬à ❧❛ ♠✐♥✉t❡ ♣rès✳
✶✻✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❝❡♥tr❛❣❡ s✉✐✈❛♥t z s❡r❛ ❛❧♦rs ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ■◆❚❊❘❆❈❚■❖◆ P❘❖❈❍❊ ❊◆❚❘❊ ❉❊❯❳ ❱➱❙■❈❯▲❊❙ ✾✹
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✸✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ♥♦✐rs
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ♥♦❡✉❞s ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦✜❧s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t
❡♥ r♦✉❣❡✳
✉♥❡ ♥❛♣♣❡ ❧❛s❡r ❞✬é♣❛✐ss❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✉♥ ♠✐❝r♦♥✱ ♣♦✉rr❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣❧✉s
♣ré❝✐s❡ ❞❡ z✳
❆✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❧❛tér❛❧❡s (∆y
R0
, ∆z
R0
) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés
♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝✐s❛✐❧❧é❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✼
❉✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r
✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝✐s❛✐❧❧é❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡
s✉s♣❡♥❞✉❡ ❡st ❛✛❡❝té❡ ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❞✉ ❢❛✐t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✳ ❈❡s ❡✛❡ts ❝♦❧❧❡❝t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t ✐♥❞✉✐r❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts tr❛♥s✈❡rs❡s ✐♠✲
♣♦rt❛♥ts ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞♦♥♥é❡✱ ❡t ❛✉ss✐✱ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ✢✉①
❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞é❝r✐ts ❞❛♥s ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬✽✷❪ ❡t ❬✽✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ s♣❤èr❡s✱ ✐❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ✢✉① ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s
✈❡rs ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ❞❛♥s
✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✱ ✐❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ ✢✉① ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s ✈❡rs ❧❡s ré❣✐♦♥s ❞❡ ❢❛✐❜❧❡
❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ❛ ❛✉ss✐ été ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❞❡s
♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✳ ▲❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝✐s❛✐❧❧é❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s
♣❛r❛❧❧è❧❡s✱ ❡♥ ♠✐❝r♦❣r❛✈✐té✱ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✹❪✳ ▲❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❛t✲
t❡✐♥t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♣❧✉s ❝♦♥❝❡♥tré❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♣❧❛♥
♠é❞✐❛♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s✳ ❈❡tt❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts ❝♦♠✲
❜✐♥és ❞❡ ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ♣❛r♦✐s✱ q✉✐ ❝❡♥tr❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ♣❧❛♥✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ q✉✐ é❧♦✐❣♥❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ❝❡ ♣❧❛♥✳ ❊♥✜♥✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❡st
❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈é ♣♦✉r ❞❡s ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥t❡r♣rét❡r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♠❡♥t ❧✬é❧❛r✲
❣✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❥❡t ❞❡ ❝❡s ❝❡❧❧✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡✱ ♦ù ❧✬❡✛❡t ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t ✭❝❢✳ ✜❣✳ ✶✳✻✮✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r s✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡✲
♠❡♥t s✐♠♣❧❡ s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡
s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s✱ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✱ ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✉① t❡♠♣s
❧♦♥❣s ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥
❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ●râ❝❡ à ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧✬❡st✐✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞❡s s❡✉❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ❡t
♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❡❧✉✐ s❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐❢✳ ▲✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ♠♦♥tr❡ ✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s✱
❧✐é❡ à ❧❛ ❧❡♥t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦✲
s♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝♦♥✜♥é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳
✾✺
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✼✳✶ ❆✉t♦✲❞✐✛✉s✐♦♥
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♣✉✐s ❞é❝r✐✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥t
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s❡♠✐✲❞✐❧✉é✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥✜♥
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s (Ca = 50; ν = 0, 95;λ = 1)✳
✼✳✶✳✶ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❝❛r❛❝tér✐sé❡ à ✉♥❡
é❝❤❡❧❧❡ ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡ ✶ ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ c(~r)✱ s✉♣♣♦sé❡ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ◆♦✉s s✉♣✲
♣♦s♦♥s ❝❡tt❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝✐s❛✐❧❧é❡ ❞❡ t❡❧❧❡ s♦rt❡ q✉✬❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t
s♦✐t ~v∞(~r) = γ˙y~ex✳
➚ ❝❛✉s❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❥❡té ❞✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡
❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ (yOz) ✈❛r✐❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ~X ❧❡
❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡té✱ ♠❡s✉ré à ♣❛rt✐r ❞❡ t = 0✳ ❈♦♠♠❡ ré❛❧✐sé ❞❛♥s
❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ Da✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s Da,αβ
✈ér✐✜❡♥t
Da,αβ = lim
t→+∞
1
2
d
dt
< XαXβ >, ✭✼✳✶✮
♦ù <> ❡st ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ s✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥✜❣✉r❛✲
t✐♦♥s ✐♥✐t✐❛❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ❡t (α, β) ∈ ({y, z} × {y, z})✳
▲❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♥♦♥ ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ D s♦♥t ♥✉❧s ♣❛r s②♠étr✐❡✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
✈és✐❝✉❧❡ ❛✉① t❡♠♣s ❧♦♥❣s ❡st ❞❡ t②♣❡ ❞✐✛✉s✐❢✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐❛❣♦♥❛✉① ❞❡ D s♦♥t ✜♥✐s✳
◆♦✉s ❧❡s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ❡t ♥♦t❡r♦♥s
Da,αα = Da,α. ✭✼✳✷✮
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡
♦ù ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s ❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❡st
✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✺❪✱ ♦ù ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s ❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s r✐❣✐❞❡s✱ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ✈♦✐s✐♥❡
❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡✱ ♠❛✐s ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥❡ r✉❣♦s✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳
✼✳✶✳✷ ▲✐♠✐t❡ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝✐s❛✐❧❧é❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t✱ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❝♦♥❝❡♥tré❡
♣♦✉r q✉❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s♦✐t ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ♠❛✐s s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞✐❧✉é❡ ♣♦✉r q✉❡
❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ❡s♣ér❡r q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t q✉❡ ❞✉ ❞ét❛✐❧ ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s✳ ❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r
❞❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ φ ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10%✳
❋♦❝❛❧✐s♦♥s ♥♦✉s s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉❡ s✉✐t ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ P❛r ✐♥t❡r♠✐tt❡♥❝❡✱ ❝❡tt❡ ✈é✲
s✐❝✉❧❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ✐♥t❡r❛❣✐t ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥
♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❡❧❧❡✱ ❡t ❛❧♦rs s♦♥ ♣r♦❥❡té ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ét❛♥t ❞✐❧✉é❡✱ ✐❧ ❡st ♣❡✉ ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐❧
② ❛✐t ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛tt❡♥❞r❡ à
♣♦✉✈♦✐r ❞é❝r✐r❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧✬❡✛❡t
❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❊♥ tr❛ç❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❥❡té ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡✱
♥♦✉s ❞❡✈r✐♦♥s ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✐r ✉♥ tr❛❝é ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✳
✶✳ P❛r ♠és♦s❝♦♣✐q✉❡✱ ♥♦✉s s✐❣♥✐✜♦♥s ❣r❛♥❞❡ ❞❡✈❛♥t R0✱ ♠❛✐s ♣❡t✐t❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❧♦♥✲
❣✉❡✉rs ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❧❛q✉❡s
✾✼
z
y
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡té ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ tr❛♥s✈❡rs❡
(yOz)
❉❛♥s ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♥é❣❧✐❣é ❧✬❡✛❡t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❧♦✐♥t❛✐♥❡s
❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ t②♣✐q✉❡♠❡♥t s✐t✉é❡s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à R0
φ
1
3
✱ ♦ù φ ❡st ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥
✈♦❧✉♠✐q✉❡ ❡♥ ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ✐❧ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ tr♦✐s✐è♠❡
✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ s♣❤èr❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t✱ ❡t ❛❧♦rs ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡
❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛
❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡st s✐ ❧❡♥t❡ q✉❡ ♥❡ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s
❝♦♥❞✉✐t à ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛❜s✉r❞❡s✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥
♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♣❤èr❡s ❡♥ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ tr❛✐té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✻❪✳ ❙✐ ❧✬♦♥
♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s ❡♥tr❡ s♣❤èr❡s✱ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❜t❡♥✉❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ✐♥✜♥✐❡ ✷✳ ❈❡ ❝❛s ❡st ❛ss♦❝✐é à ❞❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥t ❡♥ 1
r
✱ ❡t ♥♦♥
❡♥ 1
r2
✱ ❝❛r ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s q✉✬❡①❡r❝❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡ s✉r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡st ❛❧♦rs ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✱
❞✉ ❢❛✐t ❞❡ s♦♥ ♣♦✐❞s✳ ❉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ s♦♥t r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈✐s❝♦s✐té ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♣❤èr❡s✱ ❛✉ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦r❞r❡ ❡♥ φ✱ ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✷✺❪ ✸✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ❞é❝r♦✐ss❡♥t ❡♥ 1
r2
✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐✱ ♣♦✉r ❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❧♦✐♥t❛✐♥❡s✱ ❞❡ ♥é❣❧✐❣❡r ❧❡s ❡✛❡ts à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝♦r♣s✳
◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛ss❡ s✉❝❝❡ss✐✲
✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡ ❞✬❛✉tr❡s ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡st
✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ❝♦r♣s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳ ◆♦✉s
♥♦t♦♥s ~X ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ s✉✐✈✐❡✳
P♦✉r ✉♥ ❝❛s ❞❡ ✜❣✉r❡ ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s N ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s ♣❡♥✲
❞❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ T ✱ ❛✈❡❝ { ~X(i)}i∈[[1,N ]] ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥ts tr❛♥s✈❡rs❡s ❛ss♦❝✐és à ❝❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿
~X(T ) =
N∑
k=1
~X(k). ✭✼✳✸✮
◆♦t♦♥s (yi,k; zi,k) ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ s✉✐✈✐❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧
(Gk, ~ex, ~ex, ~ez) ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ kè♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ~∆✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ~X(k) = ~∆(yi,k; zi,k)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
~X =
N∑
k=1
~∆(yi,k; zi,k). ✭✼✳✹✮
✷✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✉❝❝✐♥❝t❡✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❝❤✉t❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❞❡✉① s♣❤èr❡s✳ ❖r✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❞❡✉①
s♣❤èr❡s✱ ❝❡tt❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡ à 1
r
✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱
❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ s♣❤èr❡s à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ r ❡t r+ dr ✈❛r✐❡ ❝♦♠♠❡ r2✳ ▲✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st
❞♦♥❝ ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à r✱ ❞✬✐♥té❣r❛❧❡ ✐♥✜♥✐❡✳
✸✳ ❯♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té ❡st ❛❧♦rs tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t é❧♦♥❣❛t✐♦♥♥❡❧✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❉■❋❋❯❙■❖◆ ❍❨❉❘❖❉❨◆❆▼■◗❯❊ ■◆❉❯■❚❊ P❆❘ ❯◆
❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚ ✾✽
P❛ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t p(yi, zi, t)dyidzidt ❧❛ ♣r♦✲
❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✐♥t❡r❛❣✐ss❡ ♣❡♥❞❛♥t dt ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡
tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ [yi, yi+dyi]× [yi, zi+dzi]✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
< ~X >=
∫ T
t=0
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
~∆(yi, zi)p(yi, zi)dyidzidt. ✭✼✳✺✮
▲❡s ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t tr❛♥s✈❡rs❡s ét❛♥t s✉♣♣♦sés ❞é❝♦rré❧és✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡
< X2α >=
∫ T
t=0
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
∆2α(yi, zi)p(yi, zi)dyidzidt, ✭✼✳✻✮
♣✉✐s
d
dt
< X2α >=
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
∆2α(yi, zi)p(yi, zi)dyidzi. ✭✼✳✼✮
dN = p(yi, zi)dtdyidzi ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s q✉✐ tr❛✈❡rs❡♥t ❧❛ s❡❝t✐♦♥ [yi, yi+dyi]×
[zi, zi + dzi] ♣❡♥❞❛♥t dt✱ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ s✉✐✈✐❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❖r
❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ tr❛✈❡rs❛♥t ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ s❝❤é♠❛t✐sé s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ ❡st γ˙|yi|dtdyidzi✳
❆✐♥s✐✱ dN = cγ˙|yi|dtdyidzi✱ ♦ù c ❡st ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t ❧✐é❡
x
y
G2
v∞ 
y
G2
z
dy
dzi
z
z'
y'
vésicule 
suivie
G2
G2
γy dti
i
i
i
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s r❡ss❡♥t✐❡s ♣❛r ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ s✉✐✈✐❡✳ ❉✬❛✉tr❡s
✈és✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❡♥ ❜❧❡✉✳
à ❧❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐q✉❡ φ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ c = 3φ
4πR30
✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ✼✳✶ ❡t ✼✳✷✱
♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✿
Da,α =
3φγ˙
8πR30
∫ +∞
−∞
∫ +∞
−∞
∆2α(yi, zi)|yi|dyidzi. ✭✼✳✽✮
P❛r ♣❛r✐té ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ∆2α(yi, zi)|yi| ♣❛r r❛♣♣♦rt à yi ❡t zi✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡str❡✐♥❞r❡
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ✿
Da,α =
3φγ˙
2πR30
∫ +∞
0
∫ +∞
0
∆2α(yi, zi)|yi|dyidzi. ✭✼✳✾✮
❊♥✜♥✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❡✛❡❝t✉é ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s y′i =
yi
R0
❡t z′i =
zi
R0
✱ ❡t ♣♦sé
∆˜α(y
′
i, z
′
i) =
∆α(yi,zi)
R0
✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
Da,α = φR
2
0γ˙fα, ✭✼✳✶✵✮
✾✾
❛✈❡❝
fα =
3
2π
∫ +∞
0
∫ +∞
0
∆˜2α(yi, zi)yidyidzi. ✭✼✳✶✶✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡s✲
s✐♦♥ ✼✳✶✶✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ét❛♥t ❧✐é❡ ❛✉ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ~∆ ♣♦✉r ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s é❧♦✐❣♥é❡s✱
✉♥❡ ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡st ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ ▲✬ét✉❞❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠❡♥é❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺ ❛
❝♦♥❝❡r♥é ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s✱ ♠❛✐s ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥✲
t✐❛❧❡s r❡st❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡
3Tijrirj~r
2r5
✭❝❢ éq✉❛t✐♦♥ ✺✳✶✮ ❣❛r❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡✱ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥t Txz ❡t Tyz r❡st❛♥t ♥✉❧s ❞❡
♣❛r ❧❛ s②♠étr✐❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ tr♦✉✈é❡ ✿
✕ P♦✉r yi > Czi2 ✱ ∆˜y,as = O
(
yi
2−zi2
(yi2+zi2)
2
)
❡t ∆˜z,as = ∆˜y,as
zi
yi
✳
✕ P♦✉r yi < Czi2 ✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣✉ ré❛❧✐s❡r ❞✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥♦✉s
❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❝❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ∆˜y,as ❡t ∆˜z,as s♦✐❡♥t ❜♦r♥és ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ D✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❧♦✐♥t❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✱ ♦ù ♥♦✉s r❡♠♣❧❛✲
ç♦♥s ❧❡s ❞é❝❛❧❛❣❡s ♣❛r ❧❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❈❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠❛❥♦ré❡s
❛✐♥s✐ ✿ ∫
[0;+∞]×[0;+∞],r∞≫1
∆˜2α,asyidyidzi <
∫ 10
zi=0
∫ +∞
yi=10
∆˜2α,asyidyidzi︸ ︷︷ ︸
E
+
∫ +∞
zi=10
∫ +∞
yi=
C
z′−∞
2
∆˜2α,asyidyidzi︸ ︷︷ ︸
F
+
∫ +∞
zi=10
∫ C
zi
2
yi=0
∆˜2αyidyidzi︸ ︷︷ ︸
G
. ✭✼✳✶✷✮
▲❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s
E✱ F ❡t G s♦♥t ✜♥✐s✳ ▲❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts fα s♦♥t
❛✐♥s✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✱ ❡t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé❡ ❛
❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ✉♥ s❡♥s✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s
✐♥té❣r❛❧❡s fα✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s tr❛♥s✈❡rs❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ R0✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣ré❝✐s❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉t✐❧✐sé ❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ fα✱ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r (ν = 0, 95, Ca = 50, λ = 1)✳ ❈❡tt❡
ét✉❞❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✼✳✶✳✸ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥
P♦✉r ❛♣♣r♦❝❤❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs fα ❛ss♦❝✐é❡s ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé
✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥té❣r❛❧❡s ✼✳✶✵✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡✱
♣❧✉s ✜♥ ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r zi ≤ 1✱ ❝❛r ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
ré❣✐♦♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❡♥ fz ✳ ❈❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥
✸ ♣❛rt✐❡s ✿
❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❉■❋❋❯❙■❖◆ ❍❨❉❘❖❉❨◆❆▼■◗❯❊ ■◆❉❯■❚❊ P❆❘ ❯◆
❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚ ✶✵✵
❼♣❛rt✐❡ A ✿ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ (yi; zi) ∈ {[0; 2]× [0; 2]}✱ ❞✐✈✐sé ❡♥ ❝❛rrés ❞❡ ❝ôtés ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r 0, 5
❼♣❛rt✐❡ B ✿ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ {[0; 4] × [0; 4]}{[0; 2] × [0; 2]}✱ ❧✉✐ ♠ê♠❡ s✉❜❞✐✈✐sé
❡♥ ❞❡✉①
✕ ♣❛rt✐❡ B1 ✿ {[0; 4] × [0; 4]}
{{[0; 2] × [0; 2]}⋃{[0; 1] × [2; 4]}}✱ ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❝❛rrés ❞❡
❝ôtés ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1
✕ ♣❛rt✐❡ B2 ✿ [0; 1] × [2; 4]✱ ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 1 s❡❧♦♥ zi ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r
0, 5 s❡❧♦♥ yi
❼♣❛rt✐❡ C ✿ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ {[0; 8] × [0; 8]}{[0; 4] × [0; 4]}✱ ❧✉✐ ♠ê♠❡ s✉❜❞✐✈✐sé
❡♥ tr♦✐s
✕ ♣❛rt✐❡ C1 ✿ {[0; 8] × [0; 8]}
{{[0; 4] × [0; 4]}⋃{[0; 2] × [4; 8]}}✱ ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ ❝❛rrés ❞❡
❝ôtés ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 4
✕ ♣❛rt✐❡ C2 ✿ [1; 2]× [4; 8]✱ ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2 s❡❧♦♥ zi ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r 1
s❡❧♦♥ yi
✕ ♣❛rt✐❡ C3 ✿ [0; 1] × [4; 8]✱ ❞✐✈✐sé❡ ❡♥ r❡❝t❛♥❣❧❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r 2 s❡❧♦♥ zi ❡t ❞❡ ❧❛r❣❡✉r
0, 5 s❡❧♦♥ yi
❉❡ ❢❛ç♦♥ à ❢❛❝✐❧✐t❡r s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡tt❡ s✉❜❞✐✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✸✳
0 2 4 6 8
z
0
2
4
6
8
y
partie A
partie B1
partie B2
partie C1
partie C2
partie C3
i
i
❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜❞✐✲
✈✐s✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ✉t✐❧✐sé❡
-50 0 50
x/R0
7,6
7,7
7,8
7,9
8
z/
R 0
❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❚r❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦✉r
{yi, zi} = {0, 1R0; 8R0}✳
❊♥ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ✉♥❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ yi ❧❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à yi = 0, 1R0✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r
❧❡s ❛s②♠♣t♦t❡s ✐♥✐t✐❛❧❡s ❡t ✜♥❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ xi = −40R0 ❡t xf = 40R0✱ s❛✉❢ ♣♦✉r yi = 0, 1R0✱ ♦ù ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ é❣❛❧❡ à 80R0✳ P♦✉r yi = 0, 1R0 ❡t zi = 8R0✱ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ z(x)
❡st ♣rés❡♥té❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✹✱ ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ z ♣♦✉r |x| > 40R0✳
▲❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❡st ♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✱ ✐♥❞✐q✉❛♥t
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ♥♦té❡ 2✱ ❛♣rès ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ♥♦té❡ 1✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣r♦❝❤é ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s s♦✉s✲♣❛rt✐❡s ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
fi =
∑
k
αkg(rk)∆y∆z, ✭✼✳✶✸✮
♦ù rk ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡t (∆y,∆z) s♦♥t ❧❡s ♣❛s ❞✬❡s♣❛❝❡ ❧♦❝❛✉①✳ ❙✉✐✈❛♥t q✉❡ ❧❡
♣♦✐♥t s♦✐t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✱ s✉r ✉♥ ❝ôté ♦✉ s✉r ✉♥ s♦♠♠❡t✱ αk ✈❛✉t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1✱ 12 ❡t
1
4
✳ ❉❛♥s ❧❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞❡ fα✱ ❞♦♥♥é❡s à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✼✳✶✶✱ ✐♥t❡r✈✐❡♥t ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡
✶✵✶
0 2 4 6 8
z
0
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4
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y
positions initiales
positions finales
❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ➱✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1✱ s✉✐t❡
à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♣♦✉r ν = 0.95✱ λ = 1✱ Ca = 50 ❡t {yi, zi} ∈ [0, 8]× [0, 8]✳
ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡✱ ❡t ♥♦♥ ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1 ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t s②♠étr✐q✉❡✱
❝❡❧✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ ❡st ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ 1✳
▲❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✼✳✶✳
fy fz
♣❛rt✐❡ ❆ ✵✱✵✷✽ ✵✱✵✵✷
♣❛rt✐❡ ❇ ✵✳✵✵✸ ✵✱✵✵✹
♣❛rt✐❡ ❈ ✵✱✵✵✶ ✵✱✵✵✺
❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥ts s♦✉s✲❞♦♠❛✐♥❡s ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ fy
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❡♥ fy✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❈
❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 3% ❞✉ t♦t❛❧✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞✉ r❡st❡ ❞✉
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s♦♥t ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
fy = 0, 032. ✭✼✳✶✹✮
❙✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ∆ à ±5% ✭♣❛❣❡ ✽✸✮✱ ♥♦✉s ❡st✐♠♦♥s q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st ♣ré❝✐s❡ à ±10%✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡ fy ❡♥ ∆✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r à ❝❡❧❧❡s tr♦✉✈é❡s ♣♦✉r ❞❡s s♣❤èr❡s r✉❣✉❡✉s❡s✱ ✐♥❞✐q✉é❡s
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✺❪✱ ❡t ♣♦✉r ❞❡s ❣♦✉tt❡s✱ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s ❞❡s s♣❤èr❡s✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛✐❡♥t ✉♥❡ r✉❣♦s✐té t❡❧❧❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ ♥❡ ♣✉✐ss❡♥t ♣❛s s✬❛♣♣r♦❝❤❡r
à ♠♦✐♥s ❞❡ 0, 1Rm✱ ♦ùRm ❡st ❧❡ r❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡s s♣❤èr❡s✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡✈✐❡♥t 0, 01Rm✱
❛❧♦rs f2 ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ 10 ❢♦✐s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ tr♦✉✈é ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❣♦✉tt❡s✱ ✐❧ ❛ ❛✉ss✐ été tr♦✉✈é ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ f2✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
ét❛♥t ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ηR0γ˙
σ
✱ σ ét❛♥t ❧❛ t❡♥s✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧❡✱ t❛♥t q✉❡ ❝❡
❞❡r♥✐❡r r❡st❡ ✐♥❢ér✐❡✉r à 0, 3✳ P♦✉r ✉♥❡ ❣♦✉tt❡ ❞❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té 1✱ ❞❛♥s ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t
❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐r❡ ❞❡ 0, 1✱ f2 ❡st ❞✉ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r q✉❡ ❝❡❧✉✐
♣♦✉r ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡ ✐❝✐✳
❘❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ❡t ❧❡s ❣♦✉tt❡s s♦♥t ❞❡✉① ♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ♣❡♥✲
s♦♥s q✉❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s
❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❉■❋❋❯❙■❖◆ ❍❨❉❘❖❉❨◆❆▼■◗❯❊ ■◆❉❯■❚❊ P❆❘ ❯◆
❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚ ✶✵✷
✈✐t❡ss❡s✱ ♦❜s❡r✈é❡ ♣♦✉r ❝❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s✱ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❧✐é❡ à ❧❡✉r ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞é❢♦r✲
♠❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣❛s ❡♥❝♦r❡ tr♦✉✈é ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡t
é✈❡♥t✉❡❧ ❧✐❡♥✳
❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ fz
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ fz✱ ❧❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s
❡t ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é à ❧❛ ❧❡♥t❡ ❞é✲
❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ∆z ♣♦✉r yi < R0✱ ✈✐s✐❜❧❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳✺✱ ❡t ❛✉ss✐ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ s✉r ❧❛ ❝♦✉r❜❡
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✻✳✶✹✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ à ♥é❛♥♠♦✐♥s ❡st✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ r❡st❛♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✺✳✷✺✱ ❛②❛♥t ❝♦♥st❛té q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐♥t (yi, zi) = (0, 5; 8)✱
❧❡ rés✉❧t❛t ✐♥té❣r❛❧ ❝♦♥❞✉✐t à ∆z = −0, 05✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ à −0, 08✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts
ét❛♥t ❞♦♥❝ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣r♦❝❤❡s✳ ◆♦✉s ♥✬❡s♣ér♦♥s q✉✬✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ ❝❛r ❧❡s
✈és✐❝✉❧❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❧♦✐♥ ❞✉ ré❣✐♠❡ q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡ ❡t très ✈✐sq✉❡✉①✱
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡✳ ❊♥ ❛②❛♥t ❝❤♦✐s✐ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C t❡❧❧❡
q✉❡ C
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= 0, 5 ✭❝❢✳ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♣❛❣❡ ✾✾✮✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s sé♣❛ré ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ r❡st❛♥t❡ ❡♥ ❞❡✉①✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
∫
[0;+∞]×[8;+∞]
∆˜2zyidyidzi =
∫ +∞
zi=8
∫ +∞
yi=
C
zi
2
∆˜2zyidyidzi︸ ︷︷ ︸
H
+
∫ +∞
zi=8
∫ C
zi
2
yi=0
∆˜2zyidyidzi︸ ︷︷ ︸
I
✭✼✳✶✺✮
P♦✉r H✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ∆˜y ♣❛r ∆˜y,as✱ H ≃ 0, 03✳ P♦✉r I✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❜♦r♥é ∆˜y ♣❛r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r (yi, zi) = (0, 1; 8)✱ q✉✐ ❡st −0, 34✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❛✐♥s✐ ❜♦r♥é I ♣❛r 10−4✳ ▲❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ H ❡st ❞♦♥❝ ♣ré♣♦♥❞ér❛♥t❡✱ ❧❡ ❞ét❛✐❧ ❞❡s tr❛✲
❥❡❝t♦✐r❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡ ét❛♥t s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳
❊♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ H à ❝❡❧❧❡s ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡ ✼✳✶✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ fz ❞❡ 0, 041✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❡st très
q✉❛❧✐t❛t✐✈❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣rés❡♥té❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r ❧❡s ♣✐st❡s ❡♥✈✐s❛❣é❡s
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r fz✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❧♦✐♥t❛✐♥❡s✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ❝♦✉rs ❞❛♥s
❧✬éq✉✐♣❡ ❉❨❋❈❖▼✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❆❧❡①❛♥❞❡r ❋❛r✉t✐♥✱ ♣♦✉r ét❡♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡
à ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣❧✉s ❞é❢♦r♠é❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❞❡ ✈✐s❝♦s✐té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳
✼✳✶✳✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡
◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❞❡ fy ❛✉①q✉❡❧❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r
♥♦tr❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❡st ❧✐é à ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡
❞✬êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ s✉r ❞❡s ❞✉ré❡s ❧♦♥❣✉❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥s ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s q✉❡ ❝❡❝✐ ❛ été ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s
❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♣❤èr❡s✱ ❧♦rs ❞✬✉♥ tr❛✈❛✐❧ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✻❪✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛
♠❡s✉r❡ ❛ ❝♦♥s✐sté à ❝✐s❛✐❧❧❡r ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ r❤é♦♠ètr❡ ❞❡ ❈♦✉❡tt❡ ❝②❧✐♥❞r✐q✉❡✱ t♦✉t
❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s s♣❤èr❡s✱ q✉✐ ét❛✐t ♠❛rq✉é❡ à ❧✬❛✐r❡ ❞✬✉♥ tr❛❝❡✉r
r❛❞✐♦❛❝t✐❢✳
✶✵✸
❆♣rès ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥t ❛✉① t❡♠♣s ❧♦♥❣s ❞✬✉♥❡
✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥
❞✉ ✢✉① tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✳ Pré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛✐t ♥✉❧ ♣❛r s②♠étr✐❡✱ ♠❛✐s
❝❡❧❛ ♣❡✉t ♥❡ ♣❧✉s êtr❡ ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♣rés❡♥t❛♥t ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
♥♦♥ ♥✉❧✳
✼✳✷ ❉✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
✼✳✷✳✶ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s✉s♣❡♥✲
s✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡✳ ▲❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ c(~r)✱ ❡st s✉♣♣♦sé❡ ✈❛r✐❡r
❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t G~ey✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ✿
c(~r) = c0 +Gy. ✭✼✳✶✻✮
◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❝✐s❛✐❧❧é❡ ♣❛r ✉♥ é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ~v∞(~r) = (γ˙yy +
γ˙zz)~ex✳
➚ ❝❛✉s❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❧❡ ✢✉① s✉r❢❛❝✐q✉❡ tr❛♥s✈❡rs❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ y✱ ♥♦té ~j✱ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❆✐♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡
~j = (Dc,y~ey +Dc,z~ez)G+O(G
2), ✭✼✳✶✼✮
♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥tsDc,α s♦✐❡♥t ♥♦♥ ♥✉❧s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❛♣♣❡❧és
❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥ Da,α✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡ss❛②❡r ❞✬❡st✐♠❡r ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡
❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s✳
✼✳✷✳✷ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ à ❞❡✉① ❝♦r♣s ❡t ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐❢✲
❢✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❤❡r❝❤❡r à ❡st✐♠❡r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐✲
❞✐❧✉é❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ ✈és✐❝✉❧❡s é✈♦❧✉❡✱ ❡t ♥♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s
❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ à ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s
❜✐❡♥ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♣♦✉r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ❧❛r❣❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✺❪✱ ♦ù ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❧❡ ❝❛s ❞❡ s♣❤èr❡s
❛✈❡❝ ✉♥❡ r✉❣♦s✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ à ❝❛✉s❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❧♦♥❣✉❡ ♣♦rté❡ ❡♥tr❡
✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✺❪✱ ♥♦✉s
♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❡st✐♠❡r ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐❢ à ♣❛rt✐r s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
à ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ~v∞ = γ˙y~ex✱ ❡t ❛❧❧♦♥s ♥❡ t❡♥✐r
❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s ❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ré❛❧✐sé ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t
♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥é❣❧✐❣❡r♦♥s ❧❡ ❝❛r❛❝tèr❡ ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ✢✉① à tr❛✈❡rs ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ y = 0✱ ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛✉tr❡s ♣❧❛♥s
♣♦✉✈❛♥t ❡♥ êtr❡ ❞é❞✉✐t ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ c0✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ~j = j~ey ❧❡ ✢✉① s✉r❢❛❝✐q✉❡
❞❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡s q✉✐ ❧❡ tr❛✈❡rs❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣t❡r♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
tr❛✈❡rs❛♥t ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ✈❡rs ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡ y✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ st❛t✐st✐q✉❡✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❉■❋❋❯❙■❖◆ ❍❨❉❘❖❉❨◆❆▼■◗❯❊ ■◆❉❯■❚❊ P❆❘ ❯◆
❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚ ✶✵✹
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é♥♦♠❜r❡r t♦✉s ❧❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞❡ ❝❡
♣❧❛♥ ♣❛r ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ s✉✐t❡ à ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞♦♥t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
tr❛♥s✈❡rs❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❡st (Yi, Zi)✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❡✉t tr❛✈❡rs❡r ❧❡ ♣❧❛♥ (zOx) s✐ ❡❧❧❡ ✐♥t❡r❛❣✐t
❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡✱ ♥♦t♦♥s (yi, zi) ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡
✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ s✉✐✈✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❛✈❡❝ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ ✐♥t❡r❛❣✐t✳
❙✉✐t❡ à ❝❡tt❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ s✉✐✈✐❡ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ ♣❧❛♥ (zOx) ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
❼Yi < 0 ❡t ∆y(yi, zi) > −Yi > 0 ✭❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❛✉ ✢✉①✮
❼Yi > 0 ❡t −∆y(yi, zi) > Yi > 0 ✭❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥é❣❛t✐✈❡ ❛✉ ✢✉①✮
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s é✈è♥❡♠❡♥ts✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛ss♦❝✐é❡ ❡st n(Yi)n(Yi +
yi)γ˙|yi|dt✳
▲❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
j =
∫ ∞
yi=−∞
∫ ∞
zi=−∞
∫ 0
Yi=−∆y(yi,zi)
n(Yi)n(Yi + yi)γ˙|yi|dYidyidzi. ✭✼✳✶✽✮
❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t c ♣❛r s♦♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✼✳✶✻✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
c(Yi)c(Yi + yi) = (c0 + YiG)[c0 + (Yi + yi)G]
= c20 + c0(2Yi + yi)G+❖(G
2).
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬♦r❞r❡ ❖(G2) ❡t ❡♥ ré❛❧✐s❛♥t ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❡♥ Y −∞✱ ♥♦✉s
tr♦✉✈♦♥s ✿
j =
∫ +∞
yi=−∞
∫ +∞
zi=−∞
[c20∆y + c0(∆
2
y + yi∆y)G]γ˙|yi|dyidzi. ✭✼✳✶✾✮
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✱ ❝❛r yi → ∆y(yi, zi) ❡st ✐♠♣❛✐r❡✳
❈❡tt❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ② ❛✉r❛✐t s✐ ❧❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♠♣♦sé ét❛✐t ♥✉❧✳
❆♣rès ❛✈♦✐r ✐❞❡♥t✐✜é ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
j =
[
2Da,y + c0γ˙
∫ +∞
yi=−∞
∫ +∞
zi=−∞
yi∆y|yi|dyidzi
]
G. ✭✼✳✷✵✮
❆✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉rs✉✐✈r❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥♦✉s ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t
❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✼✳✷✵ ❡st ❜✐❡♥ ✜♥✐❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❡♥ ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥❛♥t ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ yi ≫ zi✱
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❧✐é à ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛♥❞❡ ❡♥
((yi)2−(zi)2)yi|yi|
((yi)2+(zi)2)2
✳ ❖r ❝❡tt❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ zi ∈ [−1; 1]✳ ❆✐♥s✐✱
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❝♦♥s✐❞éré ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✺❪✱ ♦ù ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ r✉❣♦s✐té ❝♦♥s✐❞éré
❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ∆y ♣♦✉r (yi)2 + (zi)2 s✉✣s❛♠♠❡♥t ❣r❛♥❞✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✐❝✐ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡ ❡t ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❡st✐♠❡r ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✉
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❛r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡✳ ❉❡s ❝❛❧❝✉❧s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❧❛
♠ê♠❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s {γ˙y = 0, γ˙z 6= 0}✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠✉❧t✐❝♦r♣s✳ ❯♥❡ ♣✐st❡✱ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝♦♥✜♥é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱
♦ù ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♠♦♥tré❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❡①✐st❡ ❛✉ss✐✱ ❡st ♣rés❡♥té❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✶✵✺
✼✳✷✳✸ ❘❡♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥✲
♥❡❧❧❡
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✐♥❞✐q✉é✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉✐ ♣ré❝è❞❡♥t ♥❡ t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡s
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝♦r♣s✳ ❖r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ♥é❣❧✐✲
❣❡❛❜❧❡s ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s sé♣❛ré❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ R0
φ
1
3
✱ ❡t
❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ♠❛❝r♦s❝♦♣✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❧❡♥t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s✱ ❡♥ 1
r2
✳
❙❛♥s rés♦✉❞r❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① ❝♦r♣s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
q✉✐ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✈ér✐✜é❡✱ q✉✐ ❡st q✉❡ ❧❡ ✢✉① ✈♦❧✉♠✐q✉❡ tr❛♥s✈❡rs❡✱ à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❡t
❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ♣♦rt❡✉r✱ ❡st ♥✉❧✳ ❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪ ♦ù ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡
❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ s♣❤èr❡s✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①tr❛✐r❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡
❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✼✳✷✵✱ ❡♥ ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥❛♥t ❛✉ ❝❛s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡
❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ~v∞ = γ˙y~ex✱ ❡t ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
s✉r❢❛❝✐q✉❡
c = c0 +Gy✳
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ✢✉① ♥✉❧ ✿
~jv +~jl = ~0, ✭✼✳✷✶✮
♦ù ~jv ❡t ~jl s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ✢✉① ✈♦❧✉♠✐q✉❡s tr❛♥s✈❡rs❡s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❡t ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡
♣♦rt❡✉r✳
◆♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ✢✉① ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ~jv ♣✉✐ss❡ s✬é❝r✐r❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦❧✉té✱ ♣❛r ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥✈❡❝t✐❢ ❡t ❞✬✉♥
t❡r♠❡ ❞✐✛✉s✐❢✳ ❆✐♥s✐ ✿
~jv = c0 ~Vv −Dva,y ~∇c(x = 0, y = 0)
= c0 ~Vv −Dva,yG~ey, ✭✼✳✷✷✮
♦ù ~Vv ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✱ ❡t Dva,y ❡st ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦✲
❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s s✉✐✈❛♥t y✳ c0 ~Vv ❡st ❧❡ ✢✉① ❝♦♥✈❡❝t✐❢ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞✬❡st✐♠❡r
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❡♥ ♥é❣❧✐❣❡❛♥t ❧✬❛s♣❡❝t ❛❧é❛t♦✐r❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞✐✛✉s✐❢ q✉✐ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡t ❡✛❡t ✹✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ été
✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✼❪✱ ♦ù ❡st ❡st✐♠é ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❞❡ s♣❤èr❡s ✺✳
❉❡ ♠ê♠❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
~jl = (1− c0)~Vl −Dla,y ~∇(1− c)
= (1− c0)~Vl+Dla,yG~ey, ✭✼✳✷✸✮
✹✳ ❯♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡ ✢✉① ❞✐✛✉s✐❢ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✼❪✱ ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣✲
t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❡♥ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❞❡ R01
||~∇Φ||
✱ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦②❡♥♥❛❣❡ à ✉♥❡ é❝❤❡❧❧❡
♠és♦s❝♦♣✐q✉❡✳
✺✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à tr♦✐s ❝♦r♣s✳
❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ❉■❋❋❯❙■❖◆ ❍❨❉❘❖❉❨◆❆▼■◗❯❊ ■◆❉❯■❚❊ P❆❘ ❯◆
❈■❙❆■▲▲❊▼❊◆❚ ✶✵✻
♦ù ~Vl ❡st ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ♣♦rt❡✉r✱ ❡t Dla,y s♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦✲
❞✐✛✉s✐♦♥ s✉✐✈❛♥t y✳
P✉✐sq✉❡ Dla,y = O(c0) ❡t D
v
a,y = O(c0) ✭❝❢ ✼✳✶✵✱ ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ♣♦rt❡✉r✮✱ ❡t ~Vv = ❖(G) ✭♣❛r s②♠étr✐❡✱ s✐ G = 0✱ ~Vv = ~0✮✱ ♥♦✉s
tr♦✉✈♦♥s✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✼✳✷✶✱ ✼✳✷✷ ❡t ✼✳✷✸✱ q✉❡
||(1− c0)~Vl|| = O(c0G). ✭✼✳✷✹✮
c0~Vl ét❛♥t ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❡♥ c0 ♣❧✉s é❧❡✈é q✉❡ ~Vl✱ ♥♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ~Vl = O(c0G)✱ ❡t ❛✐♥s✐ ✿
||c0~Vl|| = O(c20G). ✭✼✳✷✺✮
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡ q✉❡ ✿
c0~Vv = c0(~Vv − ~Vl) +❖(c20G) ✭✼✳✷✻✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❞é♠❛r❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❡♠♣❧♦②é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✱ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐✲
❞ér❛♥t q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♠♦♥tr❡r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ ✼✳✷✻q✉❡ ✿
c0 ~Vv =
[
2(Dvy−Dly) + c0γ˙
∫ +∞
yi=−∞
∫ +∞
zi=−∞
yi(∆
v
y −∆ly)|yi|dyidzi
]
G~ey. ✭✼✳✷✼✮
❈♦♠♠❡ ré❛❧✐sé à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳✷✱ ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ✺✳✷✹ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s r❡str❡✐♥ts ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ♦ù yi ≫ zi✳ ❉❛♥s
❝❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡
♠❛①(∆vy ,∆
l
y)yi|yi|
((yi)2+(zi)2)2
= ❖(1)✳ ❖r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ∆vy−∆ly ❡st ❞✬♦r❞r❡ ♣❧✉s
é❧❡✈é ❡♥ 1
yi
✳ P❛r ♣❛r✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❛tt❡♥❞♦♥s à ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣❛✐r❡s ❡♥ yi✱
❡t ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡
(∆vy−∆sy)yi|yi|
((yi)2+(zi)2)2
= ❖( 1
(yi)2
)✳ ❈❡tt❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝
❜✐❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s
❡♥t✐èr❡✳ ❙✐ ❝❡❧❛ s✬❛✈ér❛✐t êtr❡ ❧❡ ❝❛s✱ ✐❧ s❡r❛✐t ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡st✐♠❡r ♥✉♠ér✐q✉❡♠❡♥t ❧❡
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝♦♥✜♥é❡s ❞❛♥s
✉♥ ♠ê♠❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳
✼✳✷✳✹ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡
❉❛♥s ❧❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ à
❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♥❞❡✉rs✳
◆♦✉s ❡♥ ♣rés❡♥t♦♥s tr♦✐s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛rq✉❡r ♣ér✐♦❞✐q✉❡♠❡♥t ✭s♣❛t✐❛❧❡♠❡♥t✮
❞❡s ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❣râ❝❡ à ✉♥❡ ✜❣✉r❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡✱ ♣✉✐s ❞✬ét✉❞✐❡r
❧✬❤♦♠♦❣é♥é✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠❛rq✉❛❣❡ ❞û à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ♣❛r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡
❧✉♠✐èr❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ét✉❞✐é❡ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✽❪✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❡st
❧✐é❡ à ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❝✐s❛✐❧❧é❡ ❡♥tr❡
❞❡✉① ♣❧❛q✉❡s ♣❧❛♥❡s✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❧✬éq✉✐❧✐❜r❡ ❞❡s ✢✉① ✈❡rs ❧❡ ♣❧❛♥ ♠é❞✐❛♥ ❧✐és à ❧❛ ré♣✉❧s✐♦♥
♣❛r ❧❡s ♣❛r♦✐s✱ ❡t ❝❡✉① ✈❡rs ❧❡s ♣❛r♦✐s ❧✐és à ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡
❞✬❡st✐♠❡r ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✹❪✳ ❊♥✜♥✱
✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬é❧❛r❣✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❥❡t ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡✱
❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✻❪✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✳
❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱
❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡✱ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ♠❡♥t✐♦♥♥♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r ❡st✐♠❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❞❡
s✉s♣❡♥s✐♦♥s✱ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s N ♣❛rt✐❝✉❧❡s ❞❡ ❧❛ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✽✾❪✳

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❛♣♣♦rt❡r tr♦✐s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s à ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❡♥tr❡ ✈és✐❝✉❧❡s✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ét✉❞✐é ❧❡ ❝❛s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s
q✉❛s✐✲s♣❤ér✐q✉❡s ❞❛♥s ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❡♥ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❝❤❡♥✐❧❧❡ ❞❡ ❝❤❛r✱ ❡♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❧♦✐♥t❛✐♥❡✳ ●râ❝❡ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ rétr♦❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❞ét❡r♠✐♥❡r
✉♥❡ ❧♦✐ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉r ❧❡ ❞é❝❛❧❛❣❡
tr❛♥s✈❡rs❡ r❡❧❛t✐❢ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s s♦♥t
❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❛ ❞é♠❛r❝❤❡ s✉✐✈✐❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ét❡♥❞✉❡ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r✳ ■❧ s❡r❛✐t ❛✉ss✐ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠ê♠❡ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❣♦✉tt❡s✱
❝❛♣s✉❧❡s ❡t ❣❧♦❜✉❧❡s r♦✉❣❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❡①♣❧♦r❡r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ ✐♥❞✉✐t ♣❛r
❝❡s ♦❜❥❡ts✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉✱ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛sé s✉r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❢r♦♥t✐èr❡✱ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ❞❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡s r❡❧❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s
♠♦✐♥s s♣❤ér✐q✉❡s ❡t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♣✉ ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ré❛❧✐sé❡s ❡♥ ❝❛♥❛❧ ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ré❛❧✐sé❡ ♥♦✉s
❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❢♦r♠✉❧❡r ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s ét✉❞✐é❡s ✿ ✭✐✮ ❧❡s ♣❛r♦✐s
♥✬❡♥❣❡♥❞r❡♥t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡✱ ❧❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛r✐ét❛❧❡
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ✐♥✢✉❛♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦♥ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡ s✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ r❡❧❛t✐✈❡✱ ❡t ✭✐✐✮
❧❡s ✈és✐❝✉❧❡s ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ❞é❝❛❧é❡s ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥ ❞❡♠✐✲r❛②♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈♦rt✐❝✐té✳ ▲✬ét✉❞❡ ♠❡♥é❡ r❡st❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣ré❧✐♠✐♥❛✐r❡✱ ❡t ✉♥❡ ét✉❞❡
♣❧✉s ♣♦✉ssé❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ♠❡♥é❡✱ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ❞❡
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦sé ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ sé❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉❡
♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ét✉❞❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬❛✉tr❡s
♦❜❥❡ts ❞é❢♦r♠❛❜❧❡s✱ ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s✱ ❡st ✉♥ s✉❥❡t q✉✐
♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ s♦✉❧è✈❡ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛
❝❛♣❛❝✐té à ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ✈♦✐❡s ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❡♥✈✐s❛✲
❣é❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐t✐❢s ♠✐❝r♦✢✉✐❞✐q✉❡s ❛❞❛♣tés✱ ❞✬♦♥❞❡s ❛❝♦✉st✐q✉❡s✱ ♦✉
❞❡ ♣✐♥❝❡s ♦♣t✐q✉❡s✳
❊♥✜♥✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✼✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥t❛♠é ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❤②❞r♦❞②♥❛✲
♠✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s❡♠✐✲❞✐❧✉é❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ♠♦♥tr❡r✱
❣râ❝❡ à ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡✱ q✉✬❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t q✉❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❝♦r♣s✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥✳ ●râ❝❡ ❛✉ ❝♦❞❡
✐♥té❣r❛❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ ❡st✐♠❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬❛✉t♦❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❞✉ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s ✈✐t❡ss❡s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s t②♣✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s ✈és✐❝✉❧❡s✳ ❯♥ ❞✐s✲
♣♦s✐t✐❢ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✉✐✈r❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥
❝✐s❛✐❧❧é❡✱ s✉r ❞❡s t❡♠♣s ❧♦♥❣s ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ ❞✉ré❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♣❡r♠❡ttr❛✐t
✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳
✶✵✾
✶✶✵
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♠✐s ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ✉♥❡ ❞✐✣✲
❝✉❧té ❧✐é❡ à ❧❛ ❧❡♥t❡ ❞é❝r♦✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥t❡r✲
✈és✐❝✉❧❛✐r❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ ♣✐st❡ ♣♦✉r ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s s✐♠♣❧❡
❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s ❝♦♥✜♥é❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝✐s❛✐❧❧❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ r❡st❡ à ré❛❧✐s❡r✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ✈♦✐❡ ♣♦✉r ♣ré❞✐r❡
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡s ❞✬✉♥❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ s❡r❛✐t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝♦❞❡
✐♥té❣r❛❧ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ét❛♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧❧❡
❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s✱ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ét✉❞❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❞❡ ✈és✐❝✉❧❡s à
♠❡♠❜r❛♥❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✱ ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡s tr❛✈❛✉① ❞❛♥s ❝❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦♥t ❞é❥à été ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❡s t❤ès❡s ❬✾✵❪ ❡t ❬✾✶❪✳
◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❡♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❛♥t q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♣r♦❝❤❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✈és✐❝✉❧❡s ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ré❛❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s ❣♦✉tt❡s
❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✸✽❪ ✿ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦♥t ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ t❡♥✲
s✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧❡ ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ ❡t ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ❧✬❡✛❡t ❞❡
❧❛ r✐❣✐❞✐té ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡✳
❆♥♥❡①❡s
❆ P❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡
rés✉❧t❛♥t❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥✉❧❧❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞♦♥t ❧❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s q✉✬❡❧❧❡ ❡①❡r❝❡ s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡
❡①tér✐❡✉r ❡st ♥✉❧❧❡✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❧♦✐♥t❛✐♥ q✉✬❡❧❧❡ ❣é♥èr❡✳ ◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❛ ❞é✲
♠❛r❝❤❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✽✶❪✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t ▼✱ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ~r =
−−→
CM ✱ ♦ù C ❡st ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ♠❛ss❡
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ~v(~r) ✿
vi(~r) = v
∞
i (~r) +
∫
S
Gij(~r − ~r′)fj(~r′)dA′ +
∫
S
Kijk(~r − ~r′)vj(~r′)nk(~r′)dA′, ✭✷✽✮
♦ù ~r′ =
−−→
CM ′✱ M ′ ét❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ♥♦té❡ S✳ ~f ❡st
❧❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ q✉❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ ❡①❡r❝❡ s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ❡①t❡r♥❡✱ Gij(~r) =
1
8πηext
(
δij
||~r|| +
rirj
||~r||3
)
❡t Kijk(~r) = 34π
rirjrk
||~r||5 ✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❍✳
P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❧♦✐♥t❛✐♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ||
~r′||
||~r|| ≪ 1✱ ❡t
♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ❞♦♥❝ Gij(~r − ~r′) ❡t Kijk(~r − ~r′) ❛✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ ~r✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r
Gij(~r − ~r′)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
Gij(~r − ~r′) = Gij(~r)−Gij,k(~r)r′k +
1
2
Gij,kl(~r)r
′
kr
′
l +❖(r
′3)
= Gij(~r)−Gij,k(~r)r′k +❖(
R20
r3
),
♦ù R0 ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡✱ ❡t r = ||~r|| ✻✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé q✉❡
Gij,kl(~r) = ❖( 1r3 ) ❡t r
′2 = ❖(R20)✳
❉❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✷✽✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❡♥s✉✐t❡ Gij(~r− ~r′) ❡t Kijk(~r− ~r′) ♣❛r ❧❡s ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s✳
▲❛ rés✉❧t❛♥t❡ ❞❡s ❢♦r❝❡s q✉✬❡①❡r❝❡ ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❡ s✉r ❧❡ ✢✉✐❞❡ ét❛♥t ♥✉❧❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿∫
S
Gij(~r)f˜j(~r
′)dA′ = Gij(~r)
∫
S
f˜j(~r
′)dA′
= 0.
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝
vi(~r) = v
∞
i (~r) +Gij,k(~r)S˜jk +Kijk(~r)T˜jk+❖(
1
r3
), ✭✷✾✮
✻✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té Gij,k(~r) =
∂Gij
∂rk
(~r) ❡t Gij,kl(~r) =
∂2Gij
∂rk∂rl
(~r)✳
✶✶✶
✶✶✷
❛✈❡❝ S˜jk =
∫
S
f˜jr
′
kdA ❡t T˜jk =
∫
S
vjnkdA✳
P✉✐sq✉❡ Gij,k(~r) ❡t Kijk(~r) s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ❖( 1r2 )✱ ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s q✉❡
~v − ~v∞ = ❖( 1
r2
). ✭✸✵✮
❇ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡
❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ❬✺✽❪✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✾✷❪✳
❇✳✶ ❋♦r❝❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ Ec ✿
Ec =
∫
S
κ
2
(2H)2dA. ✭✸✶✮
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❡st ❧❡ ❝❤❛♠♣ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ~f
t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ~dr ❞❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✐❧ ② ❛✐t
dEc = −
∫
S
~f · ~drdA+♦(|| ~dr||). ✭✸✷✮
P♦✉r t♦✉t ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ~u ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❝r✐r❡
dtEc = −
∫
S
~f · ~udA+♦(||~u||). ✭✸✸✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r dtEc à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✸✶✱ ❡t ✐❞❡♥t✐✜❡r♦♥s ❡♥✲
s✉✐t❡ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ~f ✳
P♦✉r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ t❡♠♣s✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥✲
té❣r❛♥❞❡ ❡st ✉♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
d
dt
∫
S
fdA =
∫
S
(
Df
Dt
+ fdivS(~u)
)
dA, ✭✸✹✮
♦ù D
Dt
❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ f ❡♥
s✉✐✈❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❡st ❧✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
♠❡♠❜r❛♥❡✳ ❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s s✉r❢❛❝✐q✉❡✱ s❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥
♣♦✉✈❛♥t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✺✵❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ét✉❞✐é✱ f = 2κH2✳ ❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡st ❞✬✉t✐✲
❧✐s❡r ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✹✼❪✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
♠ét❤♦❞❡✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ♣rés❡♥té❡ ✐❝✐✱ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❞é✜♥✐r ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡s ❝❤❛♠♣s ❞é✜♥✐s s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ~n
❡t ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ H✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ~u✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ φ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❞✈❡❝t✐♦♥
φt + ~u · ~∇φ = 0, ✭✸✺✮
✶✶✸
q✉✐✱ à ❧✬✐♥st❛♥t ✐♥✐t✐❛❧✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ s✐❣♥é❡✳ ▲❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù φ = 0✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r à t♦✉t ✐♥st❛♥t ~n =
~∇φ
||~∇φ|| ✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧✳ ■❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s q✉❛♥t✐tés s✉r❢❛❝✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡
❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ H = −div~n
2
✱ ❡t ❞♦♥❝ f ✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s à
✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❝❛r ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s
❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❞♦♥❝ ❧✬é♥❡r❣✐❡✱ ❡t ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡✳
▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s♦♥t ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✺✽❪✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ réé❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✹✮ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ✿
d
dt
∫
S
fdA =
∫
S
(ft + ~u · ~∇f + fdivS~u)dA ✭✸✻✮
=
∫
S
(
ft +
∂f
∂n
~n · ~u+ fdivS[(~u · ~n)~n]
)
dA, ✭✸✼✮
❝❛r ~u ❡st ♥♦r♠❛❧✳ n ❞és✐❣♥❡ ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❧✬❛①❡ ♥♦r♠❛❧ ét❛♥t ♦r✐❡♥té
✈❡rs ❧✬❡①tér✐❡✉r✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ❡st ❧✐é à ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ f ✱ ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ à ❧✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞❡ f ♣❛r
❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ à ❧✬é✈❡♥t✉❡❧ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞✬❛✐r❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳
■❝✐ f = 2κH2✱ ❛✈❡❝ H = −divs~n
2
❡t ~n =
~∇φ
||~∇φ|| ✳
✼✱
❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r t❡r♠❡ ✿
ft = 4κHHt, ✭✸✽✮
❛✈❡❝
Ht = −1
2
∂divs~n
∂t
.
P❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
Ht = −1
2
divs~nt.
❖r ✿
~nt(t = 0) = ~∇φt − (~∇φt · ~∇φ)~∇φ
= ~∇Sφt
= ~∇S(−~u · ~∇φ)
= −~∇S(~u · ~n),
♦ù✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ q✉❛tr✐è♠❡ é❣❛❧✐té✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé q✉✬✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ||~∇φ|| = 1✳
❆✐♥s✐
Ht =
1
2
∆S(~u · ~n). ✭✸✾✮
❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s s✉r ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
✼✳ ❉❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ H✱ ❧❡ ❢❛❝t❡✉r −1 ❡st ❧✐é à ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ s✐❣♥❡ ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❜✉r❡s✱
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡ s♦✐t ♥é❣❛t✐✈❡✱ ❡t ❧❡ ❢❛❝t❡✉r 12 à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡
♠♦②❡♥♥❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡s ❝♦✉r❜✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳
✶✶✹
∫
S
HHtdA =
∫
S
1
2
∆SH~u · ~ndA, ✭✹✵✮
❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞s ét❛♥t ♥✉❧s ❝❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❢❡r♠é❡✳
P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t❡r♠❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
∂f
∂n
= 2κ~∇H2 · ~n
= 4κH~∇H · ~n
= −2κH~∇(~∇ · ~n) · ~n
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r t❡r♠❡ à
♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡ H = 1
2
( 1
R1
+ 1
R2
) ❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ❞❡ ●❛✉ss K = 1
R1R2
✱ ♦ù
R1 ❡t R2 s♦♥t ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡ ❝♦✉r❜✉r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉t✐❧✐s❡r
❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ~n ét❛♥t ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ✉♥✐t❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
(~∇~n)~n = ~0. ✭✹✶✮
❆✐♥s✐
~∇ · [(~∇~n)~n] = 0. ✭✹✷✮
❖r
~∇ · ([~∇~n]~n) = (~∇~n) : (~∇~n)T + ~∇(~∇ · ~n) · ~n. ✭✹✸✮
❆✐♥s✐
~∇(~∇ · ~n) · ~n = −~∇~n : (~∇~n)T .
❈❡tt❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t ❞✉ t❡♥s❡✉r ~∇~n✳ ❖r ❝❡ t❡♥s❡✉r ❡st s②♠é✲
tr✐q✉❡ ❡t ré❡❧ ✿ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s R✳ ❙❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ✵ ❡t ❧❡s ❞❡✉①
❝♦✉r❜✉r❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ❊♥ ❡①♣r✐♠❛♥t ~∇~n ❞❛♥s ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦ù ✐❧ ❡st ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
q✉❡ ~∇~n : (~∇~n)T ❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ❝❛rré ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✱ ❡t ❞♦♥❝
~∇(~∇ · ~n) = −
(
1
R1
2 +
1
R2
2
)
= 2K − 4H2.
◆♦✉s ❝❛❧❝✉❧♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ tr♦✐s✐è♠❡ t❡r♠❡ ✿
fdivS[(~u · ~n)~n] = f [divS(~n)~u · ~n+ ~∇S(~u · ~n) · ~n]
= fdivS(~n)~u · ~n
= −4κH3~u · ~n.
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
dtEc = κ
∫
[−2∆SH + 2H(2K − 4H2) + 4H3]~n · ~udA. ✭✹✹✮
P❛r ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✸✸ ❡t ✹✹✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐té
s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
~fc = −κ
(
2∆SH + 2H(2H
2 − 2K))~n. ✭✹✺✮
✶✶✺
❇✳✷ ❋♦r❝❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét✉❞✐❡r ❧❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ❞ér✐✈❛♥t ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡
t❡♥s✐♦♥ ET =
∫
S
ZdA✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛
♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ~u✱ q✉✐ ❡st q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s✲❝✐✱ ❝❛r ✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ t❛♥❣❡♥t❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❛ss♦❝✐é à ❧❛
t❡♥s✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ Z ❡st ❛❧♦rs ❛❞✈❡❝té ♣❛r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t✱
Z ét❛♥t ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡✱ ♣♦✉r ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ré❡❧❧❡✱ divs~v = 0✳
❉✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞s s✉r❢❛❝✐q✉❡ ✸✹✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
dtET =
∫
S
(
DZ
Dt
+ ZdivS~u)dA. ✭✹✻✮
❖r DZ
Dt
= 0✱ ❞♦♥❝
dtET =
∫
S
ZdivS~udA. ✭✹✼✮
❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ~u·~n~n ❡t s❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
t❛♥❣❡♥t✐❡❧❧❡ ~ut✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✿
dtET =
∫
S
ZdivS~udA
=
∫
S
ZdivS ((~u · ~n)~n+ ~ut) dA ✭✹✽✮
=
∫
S
(−2HZ~n · ~u+ ZdivS~ut) dA ✭✹✾✮
=
∫
S
(−2HZ~n · ~u− ~∇SZ · ~ut)dA ✭✺✵✮
=
∫
S
(−2HZ~n · ~u− ~∇SZ · ~u)dA, ✭✺✶✮
♦ù ❧✬♦♥ ❡st ♣❛ssé ❞❡ ✹✽ à ✹✾ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ divS(a~f) = ~∇Sa · ~f + adivS ~f ✱ ❞❡ ✹✾ à ✺✵ ♣❛r
✉♥❡ ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛rt✐❡s✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜♦r❞ ét❛♥t ♥✉❧s ❝❛r ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❡st ❢❡r♠é❡✱ ❡t ❞❡
✺✵ à ✺✶ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ~∇SZ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✳
▲❛ ❞❡♥s✐té s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞❡ ❢♦r❝❡ ♠❡♠❜r❛♥❛✐r❡ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝
~fT = 2HZ~n+ ~∇SZ. ✭✺✷✮
❈ ❋♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙t♦❦❡s
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ✿{
△~v = ~∇p,
~∇ · ~v = 0, ✭✺✸✮
❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ♣✉✐ts ♦✉ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡✳ ◆♦✉s
r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▲❛♠❜ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✾✸❪✱ ❞❡s ❞ét❛✐❧s ♣♦✉✈❛♥t ❛✉ss✐ êtr❡
tr♦✉✈és ❞❛♥s ❬✾✹❪✳
✶✶✻
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ét✉❞✐❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡ ✿{
△~v = ~0,
~∇ · ~v = 0. ✭✺✹✮
❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡✱ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ~v s✉r ❧❛ ❜❛s❡
{~e1, ~e2, ~e3} s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ✽✳ ◆♦✉s ❧❡s ❞é❝♦♠♣♦s♦♥s s✉r ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡s ♣♦❧②✲
♥ô♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❞❡ ❞❡❣ré ♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❞❡ ❞❡❣ré n ❡st ♥♦té❡ ~vn✳
❊♥ t❛♥t q✉❡ r♦t❛t✐♦♥♥❡❧✱
−→
rot ~vn ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈❡❝t❡✉r✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ χn ✾ ✿
−→
rot ~vn = ~∇χn. ✭✺✺✮
P✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ~vn s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré ♥✱ χn ❧✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❡♥
❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ χn ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳
❈❛❧❝✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t △(~vn · ~r) ✿
△(~vn · ~r) = △(vn,ixi)
= △(vn,i)xi + 2~∇vn,i · ~∇xi +△(xi)vn,i
= 0,
❝❛r △~vn = ~0 ❡t ~∇ · ~vn = 0.
❆✐♥s✐✱ ~vn · ~r ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré ♥✰✶✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ φn✳ ▲❛
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ♦✉ ❞❡ ♣✉✐ts ❡♥ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ✐♠♣♦s❡ n 6= −1✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
~∇χn ∧ ~r = −→rot ~vn ∧ ~r
= −~∇~vn · ~r +
(
~∇ · ~r
)
~vn +
(
~∇ · ~vn
)
~r − ~vn ∧ −→rot ~r
= −~∇φn + (n+ 1)~vn.
❆✐♥s✐
~vn =
1
n+ 1
(
~∇χn ∧ ~r + ~∇φn
)
.
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❛✉ s②stè♠❡ ✺✸✳ ❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t
❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ p ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é❝♦♠♣♦s❡r p ❡♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s pn ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ p =∑∞
n=−∞ pn✱ pn ét❛♥t ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❞❡❣ré n✳
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ~vn = Ar2~∇pn + Br2n+3~∇ pnr2n+1 ✱ ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡✱ ♣♦✉r
n 6= −1✱ ❧❡ s②stè♠❡ ✺✸ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r A = 1
2(2n+1)
❡t B = n
(n+1)(2n+1)(2n+3)
✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s
❞♦♥❝ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s♦✉r❝❡ ❝❡❧❧❡ ❞✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❞✬♦r❞r❡ −1 ❞❛♥s ❧❛
♣r❡ss✐♦♥ ✶✵✳
❊♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ~∇ pn
r2n+1
✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙t♦❦❡s✱
♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
~v =
∞∑
n=−∞,n 6=−1
~∇χn ∧ ~r + ~∇φn + n+ 3
2(n+ 1)(2n+ 3)
r2~∇pn − n
(n+ 1)(2n+ 3)
~rpn. ✭✺✻✮
✽✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ △f = 0✳
✾✳ ❈❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ♥✉❧❧❡ ❞ér✐✈❡ ❞✬✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✈❡❝t❡✉r✱
❝♦♠❜✐♥é à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ div
−→
rot ~A = 0
✶✵✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✽✶❪✱ ❙❡❝✳ ✼✳✷✳
✶✶✼
❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❛❞❛♣té❡ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥
❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥✜♥✐✱ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥t à ❧✬✐♥✜♥✐ ✐♠♣♦sé✱ ♥✬♦❝❝✉♣❛♥t
♣❛s ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✺✻✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡
~v =
∞∑
n=1
~∇χ−n−1 ∧ ~r′ + ~∇φ−n−1 − n− 2
2n(2n− 1)r
′2~∇p−n−1 + n+ 1
n(2n− 1)
~r′p−n−1, ✭✺✼✮
♦ù χ−n−1, φ−n−1 ❡t p−n−1 s♦♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s ❤♦♠♦❣è♥❡s ❞❡ ❞❡❣ré −n− 1✳
❙✐ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❛❞❛♣té❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ♦❝❝✉♣❡ ❧✬♦r✐✲
❣✐♥❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✺✻✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡
~v =
∞∑
n=0
~∇χn ∧ ~r′ + ~∇φn + n+ 3
2(n+ 1)(2n+ 3)
r′2~∇pn − n
(n+ 1)(2n+ 3)
~r′pn. ✭✺✽✮
❉ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✐r❡ ❞✬✉♥❡
✈és✐❝✉❧❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡ f ✱ ❛✈❡❝
f = ❖(ǫ), ✭✺✾✮
❝♦♠♠❡ ré❛❧✐sé à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✳✶✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❧✬❛✐r❡
❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ à ❧✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ǫ✳
❉✳✶ ❈❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ V ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r
V =
∫
Ω
(1 + f)3
3
dΩ. ✭✻✵✮
❖r f = f00√
4π
+
∑+∞
l=1
∑l
m=−l flmYlm✱ ❞♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✺✾ ❡t ✻✵✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
V =
∫
Ω
1
3
(1 +
f00√
4π
)3dΩ + 3
∫
Ω
[
(1 + f00)
2
3
+∞∑
l=1
l∑
m=−l
flmYlm
]
dΩ
+ 3
∫
Ω

1 + f00
3
(
+∞∑
l=1
l∑
m=−l
flmYlm
)2 dΩ +❖(ǫ3)
=
4π
3
(1 +
f00√
4π
)3 +
+∞∑
l,l′=1
l∑
m,m′=−l
flmf
∗
l′m′
∫
Ω
YlmY
∗
l′m′dΩ +❖(ǫ
3)
=
4π
3
(1 +
f00√
4π
)3 +
+∞∑
l,l′=1
l∑
m,m′=−l
flmf
∗
l′m′δll′δmm′ +❖(ǫ
3)
=
4π
3
(1 +
f00√
4π
)3 +
+∞∑
l=1
l∑
m=−l
|flm|2 +❖(ǫ3)
✶✶✽
❉✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛✐r❡
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧✬❛✐r❡ A ❞❡ ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
A =
∫
Ω
(1 + f)2
√
1 + ||~∇Sf ||2dΩ.
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝✱ à ❧✬♦r❞r❡ 2 ❡♥ ǫ ✿
A =
∫
Ω
(1 + f)2dΩ +
1
2
∫
Ω
~∇Sf · ~∇SfdΩ +❖(ǫ3)
= 4π(1 +
f00√
4π
)2 +
+∞∑
l=1
l∑
m=−l
|flm|2 + 1
2
+∞∑
l,l′=1
l∑
m,m′=−l
flmf
∗
l′m′
∫
Ω
~∇SYlm · ~∇SYl′m′dΩ +❖(ǫ3).
❖r✱ ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ✈❡❝t♦r✐❡❧s {~ylm0} ✱ ❛✈❡❝ ~ylm0 = 1√
l(l+1)
~∇SYlm✱
ét❛♥t ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❝❛❧❛✐r❡ < ~f,~g >=
∫
Ω
~f ·~gdΩ✮ ❬✾✺❪✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
q✉❡
∫
Ω
~∇SYlm · ~∇SYl′m′dΩ = l(l + 1)δll′δmm′ ✳ ❆✐♥s✐✱
A = 4π(1 +
f00√
4π
)2 +
+∞∑
l=1
l∑
m=−l
(
1 +
l(l + 1)
2
)
|flm|2 +❖(ǫ3). ✭✻✶✮
◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝✱ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❡t ❞❡ ❧✬❛✐r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬✺✷❪✳
❊ ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❡t ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❛♥♥❡①❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ♦ù ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥
❝❛s ❞❡ tr♦♥❝❛t✉r❡ à ✉♥ ♦r❞r❡ ❞♦♥♥é✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✿{
−ǫ∂y
∂t
= y,
y(0) = 1.
❇✐❡♥ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦✐t ❞é❥à ❝♦♥♥✉❡✱ ét❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ t→ e− tǫ ✱ s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss✐♦♥s ♣❛s ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤✐♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
ys(t) =
∞∑
k=0
y(k)(t)ǫk, ✭✻✷✮
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s t→ y(k)(t) ét❛♥t ❞♦♥❝ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ǫ✳
❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ t♦✉s ❧❡s ♦r❞r❡s✱ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❜✐❡♥ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✱ ♠❛✐s s✐ ♥♦✉s
tr♦♥q✉♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t à ❧✬♦r❞r❡ 1✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ 1 − t
ǫ
= e−
t
ǫ + O( 1
ǫ2
)✱
q✉✐ ♥✬❡st ♣ré❝✐s❡ q✉❡ ♣♦✉r t≪ ǫ✳
❘❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♦♥t ❧♦❝❛❧✐sé❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧✬✐♥✲
t❡r✈❛❧❧❡ [0, ǫ]✱ q✉✐ ❞❡✈✐❡♥t ❞❡ ♣❧✉s ❡♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❛♥❞ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❝✐❞❡r
✓ ❞✬é❧❛r❣✐r ✔❝❡tt❡ ré❣✐♦♥ q✉❛♥❞ ǫ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❡♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
t˜ = t
ǫ
✳
▲❡ s②stè♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ❡st ✿
✶✶✾{
−∂y˜
∂t˜
= y˜,
y˜(0) = 1.
❙✐ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
y˜s(t) =
∞∑
k=0
y˜(k)(t˜)ǫk, ✭✻✸✮
❡♥ tr♦♥q✉❛♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ à ❧✬♦r❞r❡ 0✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡ ✐♥✐t✐❛❧✱ ❝❡ q✉✐
♠♦♥tr❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✓ ♠✐s❡ à ❧✬é❝❤❡❧❧❡ ✔♣❛r ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t˜ = t
ǫ
✳
❋ ❈♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡✱ à ❧✬♦r❞r❡ 0
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r r❛♣♣❡❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❤❡r❝❤é❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ✐♥t❡r♥❡ ✿
~v∗ =
∞∑
n=0
[
~∇χ∗n ∧ ~r′ + ~∇φ∗n +
n+ 3
2(n+ 1)(2n+ 3)
r′2~∇p∗n −
n
(n+ 1)(2n+ 3)
~r′p∗n
]
. ✭✻✹✮
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ♥✉❧❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥t❡r♥❡ s✬é❝r✐t(
(~v∗ − ~vG) · ~er′
)
(~r′) = 0, ✭✻✺✮
♦ù ~vG = 1Vves
∫
V
~v∗dV = ~∇φ∗1 + 110 ~∇p∗1✱ ~r′ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ s♣❤èr❡ ✉♥✐té✱ ❡t
~er′ =
~r′
||~r′|| ✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✹✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✿
∞∑
n=0
[~∇φ∗n · ~er′ +
n+ 3
2(n+ 1)(2n+ 3)
r′2~∇p∗n · ~er′ −
n
(n+ 1)(2n+ 3)
p∗n − ~∇φ∗1 · ~er′ −
1
10
~∇p∗1 · ~er′ ] = 0,✭✻✻✮
❝❛r (~∇χ∗n ∧ ~r′) · ~er′ = 0✳
❖r φ∗n ❡t p
∗
n s♦♥t ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ n✱ ❞♦♥❝ ✿
~∇φ∗n · ~er′ =
nφ∗n
r′
,
~∇p∗n · ~er′ =
np∗n
r′
.
❆✐♥s✐✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✻✻✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
0 =
∞∑
n=0
[nφ∗n +
n(n+ 3)
2(n+ 1)(2n+ 3)
p∗n −
n
(n+ 1)(2n+ 3)
p∗n − φ∗1 −
1
10
p∗1]
=
∞∑
n=0
[nφ∗n +
n
2(2n+ 3)
p∗n − φ∗1 −
1
10
p∗1]. ✭✻✼✮
✶✷✵
● ➱q✉❛t✐♦♥ ❞✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ tr❛❞✉✐s❛♥t ❧✬❛❞✈❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡s ❧✐q✉✐❞❡s✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
g(~r, t) = 1 + f(θ, φ, t)− r, ✭✻✽✮
♦ù f ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✹✳✶✷✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ❝❡♥tré ❡♥ ~rP ✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✱ ❝❡t é❧é♠❡♥t r❡st❛♥t
s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ ∀t, g(~rP , t) = 0✳ ❆✐♥s✐
Dg
Dt
= 0, ✭✻✾✮
♦ù D
Dt
❡st ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡✳
❈❡t é❧é♠❡♥t ét❛♥t ❛❞✈❡❝té ♣❛r ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ~v − ~vG✱ ❧❛ ❞ér✐✈é❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛✐r❡ s✬é❝r✐t ∂∂t +
(~v − ~vG) · ~∇✱ ❡t ❛✐♥s✐
∂f
∂t
+ (~v − ~vG) · ~∇(f − r) = 0. ✭✼✵✮
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝
∂f
∂t
+ (~v − ~vG) · ~∇Sf = (~v − ~vG) · ~er, ✭✼✶✮
❝❛r f ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ r✳
❍ ➱q✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡
❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ét❛♣❡s ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✽✶❪✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ✢✉✐❞❡ ♥♦té ❱✱ ❞♦♥t ❧❡s ❜♦r❞s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❉✳
❍✳✶ P♦✐♥t ✐♥tér✐❡✉r ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ~x0✱ ✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ▲❡s ❝❤❛♠♣s
❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥s s♦♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ✿
η△ ~v − ~∇p = ~0, ✭✼✷✮
~∇ · ~v = 0, ✭✼✸✮
❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✉① ❜♦r❞s ❞é✜♥✐❡s✱ q✉✐ s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡
✈✐t❡ss❡ ✶✶
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧✐❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
❝♦♥♥✉❡✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬é❝♦✉❧❡♠❡♥t ❣é♥éré ♣❛r ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡
❡①❡r❝é❡ ❡♥ ~x0✱ é❣❛❧❡ à ~gδ(~x)✱ ❞❛♥s ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❱✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ~u′
❡t σ′ s❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ t❡♥s❡✉r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ✿
✶✶✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞♦✐t r❡s♣❡❝t❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ t♦t❛❧✱ s♦✐t∫
D
~v · ~ndA = 0✳
✶✷✶
u′j(~x) = Gjk(~x, ~x0)gk, ✭✼✹✮
σ′ij(~x) = Tijk(~x, ~x0)gk, ✭✼✺✮
♦ùG ❡t T s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛ss♦❝✐é❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝❤❛♠♣s
❞❡ ✈✐t❡ss❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❊❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥✜♥✐✱
❛✉ r❡♣♦s à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ♣rés❡♥té❡s à ❧✬❛♥♥❡①❡ ■✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ~x0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ǫ✱ ♥♦té❡ Vǫ✱ ❝♦♠♠❡
✐♥❞✐q✉é s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✻✳
V
D
D
x0
ε
v(x)
x
f(x)
❋✐❣✉r❡ ✻✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ♣♦✉r ~x0 à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❙✉r V \Vǫ✱ ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s (~u, ~u′) ❡t ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s (σ, σ′) s♦♥t ❧✐és ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té✱ ❞é♠♦♥tré❡ à ❧✬❛♥♥❡①❡ ❏ ✶✷ ✿
∂
∂xi
(σiju
′
j − σ′ijuj) = 0. ✭✼✻✮
❊♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ~g = δik~ei✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✼✹✲✼✻✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
∀k ∈ {1, 2, 3}, ∂
∂xi
[σij(~x)Gjk(~x, ~x0)− ηTijk(~x, ~x0)uj(~x)]. ✭✼✼✮
❆♣rès ❛✈♦✐r ✐♥té❣ré ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ s✉r V \Vǫ✱ ♣✉✐s ✉t✐❧✐sé ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✱ ♥♦✉s
tr♦✉✈♦♥s ∫
D,Sǫ
[σij(~x)Gjk(~x, ~x0)− ηTijk(~x, ~x0)uj(~x)]nidS = 0, ✭✼✽✮
♦ù ~n ❡st ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ ❡♥tr❛♥t❡ ❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✢✉✐❞❡✳
◆♦✉s ❢❛✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ t❡♥❞r❡ ǫ ✈❡rs ✵✳ ~ndS = ❖(ǫ2)✱ ❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ s✉r Sǫ✱ ❧❡s
t❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ ♦( 1
ǫ2
) ♦♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♥✉❧❧❡✳ ❖r
Gjk =
1
8πη
(
δjk
ǫ
+
rjrk
ǫ3
)
+ ♦(
1
ǫ
)= ♦(
1
ǫ2
), ✭✼✾✮
❡t
Tijk = − 3
4π
rirjrk
ǫ5
+ ♦(
1
ǫ2
), ✭✽✵✮
♠ê♠❡ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥ ❝❤♦✐s✐❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ✉♥ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥✜♥✐✱ ❛✉ r❡♣♦s
à ❧✬✐♥✜♥✐✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✽✶❪✳
✶✷✳ ◆♦✉s ♣ré❝✐s♦♥s q✉❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♥é❝❡ss✐t❡ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦✐❡♥t ré❣✉❧✐èr❡s✳ ◆é❛♥✲
♠♦✐♥s✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❝❡❝✐ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❞û à ❞❡s t❡r♠❡s s♦✉r❝❡s ❧♦❝❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ✢✉✐❞❡✱ ✉♥ ❛✉tr❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ●r❡❡♥✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✹❪✱ r❡st❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉❡s ❞ét❛✐❧s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✾✻❪✳
✶✷✷
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿∫
D
[σij(~x)Gjk(~x, ~x0)− ηTijk(~x, ~x0)uj(~x)]nidS = − 3
4π
uj(~x0) lim
ǫ→0
1
ǫ6
∫
Sǫ
rirjrkridS
= −uk(~x0),
♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé q✉❡ riri = ǫ2 ❡t 1ǫ4
∫
Sǫ
rjrkdS =
4
3
πδjk✳
◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ s②♠étr✐❡ ❞❡s t❡♥s❡✉rs G ❡t T ✿
uk(~x0) = −
∫
D
Gkj(~x, ~x0)σji(~x)ni(~x)dA+
∫
D
Tkji(~x, ~x0)uj(~x)ni(~x)dS. ✭✽✶✮
■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉r ❧❡s ❢r♦♥t✐èr❡s✱ ✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡✱ ❞✬♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡✳
❍✳✷ P♦✐♥t ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ♣♦✐♥t ~x0 ❡st s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡✳ ◆♦✉s
♥♦t♦♥s Vǫ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❧❡ ❞❡ ❝❡♥tr❡ ~x0 ❡t ❞❡ r❛②♦♥ ǫ ❛✈❡❝ ❱✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é s✉r
❧❛ ✜❣✉r❡ ✼✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❙ ❛ ✉♥ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ❡♥ ~x0✳
V
D
Dx0
v(x)
x
f(x)
ε
❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ ♣❛r❛♠étr❛❣❡ ♣♦✉r ~x0 s✉r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ Sǫ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ Vǫ ❡t ❞❡ ❱✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥
♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t ❡♥ ~x0✱ Sǫ ∩ V t❡♥❞ ✈❡rs ✉♥ ❤é♠✐s♣❤èr❡✳ ❊♥ ❡✛❡❝t✉❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ét❛♣❡s q✉❡
♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
uk(~x0)
2
= −
∫
D
Gkj(~x, ~x0)σji(~x)ni(~x)dA+
∫
D
Tkji(~x, ~x0)uj(~x)ni(~x)dS. ✭✽✷✮
▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❡st ✐❝✐ à ♣r❡♥❞r❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ s❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡ s✉r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ D\{Vǫ ∩ D}✱ q✉❛♥❞ ǫ → 0✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡
❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ❢❛❝t❡✉r 2 ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❛✈❛♥t ❡st ❧✐é à ❧✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❤é♠✐s♣❤èr❡ ❡t ♥♦♥
s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡✳
❍✳✸ P♦✐♥t s✉r ✉♥❡ ♠❡♠❜r❛♥❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ ❝❛s ♦ù ~x0 ❡st s✐t✉é s✉r ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡✳ ◆♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs é❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✽✷ à ❧❛ ❢♦✐s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥tér✐❡✉r ❡t ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡
❡①tér✐❡✉r✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ~n ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t❡ à ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳
P♦✉r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ❡①tér✐❡✉r✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
ui(~x0)
2
= −
∫
D
Gij(~x, ~x0)σ
+
jk(~x)nk(~x)dA+
∫
D
Tijk(~x, ~x0)uj(~x)nk(~x)dS, ✭✽✸✮
✶✷✸
❡t✱ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥tér✐❡✉r✱
ui(~x0)
2
=
ηext
ηint
∫
D
Gij(~x, ~x0)σ
−
jk(~x)nk(~x)dA−
∫
D
Tijk(~x, ~x0)uj(~x)nk(~x)dS, ✭✽✹✮
♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé q✉❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ ❛✉ ❧✐q✉✐❞❡ ✐♥tér✐❡✉r ❡st ❧✬♦♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧❡ s♦rt❛♥t❡ à ❧❛ ✈és✐❝✉❧❡✳
❊♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✭✽✸✮ ❡t ✭✽✹✮×λ✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✿
(1 + λ)
2
ui(~x0) = −
∫
D
Gij(~x, ~x0)(σ
+
jk−σ−jk)nkdA+(1−λ)
∫
D
Tijk(~x, ~x0)uj(~x)nk(~x)dS. ✭✽✺✮
❖r (σ+ik − σ−ik)nk = fi✱ ❞♦♥❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✐♥té❣r❛❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
ui(~x0) =
2
1 + λ
∫
D
Gij(~x, ~x0)fjdA+
2(1− λ)
1 + λ
∫
D
Tijk(~x, ~x0)uj(~x)nk(~x)dS. ✭✽✻✮
■ ❊①♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ♣♦✉r ✉♥ ✢✉✐❞❡
✐♥✜♥✐
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ✿
η∆~v − ~∇p = −δ(~x)~f, ✭✽✼✮
~∇ · ~v = 0, ✭✽✽✮
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐t❡ss❡ ♥✉❧❧❡ à ❧✬✐♥✜♥✐ ✶✸✳ ◆♦✉s rés✉♠♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡
❬✽✶❪ ✶✹✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r réé❝r✐r❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❉✐r❛❝ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r❝❡ ♣♦♥❝t✉❡❧❧❡
✐♠♣♦sé❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✶✺
δ(~x) = − 1
4π
∆(
1
r
). ✭✽✾✮
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✳ ▲❡s éq✉❛t✐♦♥s ✽✼✲✽✽ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ∀x 6=
~0,∆p = 0✳ p ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤❛r♠♦♥✐q✉❡✳ ❉✬❛♣rès ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✽✼✱ ❡❧❧❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ f ✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♥t ❞❡ ♣❧✉s s❝❛❧❛✐r❡ ❡t ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛
❢♦r♠❡ ✶✻
p = A~∇(1
r
) · ~f. ✭✾✵✮
✶✸✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ δ ❡st ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉r ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝❡❧❧❡ q✉✐ à t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g ❛ss♦❝✐❡ g(0)✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✽✼✮ ❡st ❛✐♥s✐ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❛✉
s❡♥s ❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦ù ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ~g → ∫
V
(ηout~∇2~v − ~∇p) · ~gdV ✳
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r✱ ♦♥ ❢❛✐t ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ s✐ δ ét❛✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧❛ ✈♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝ré♥❡❛✉ ❞♦♥t ❧❛ ❧❛r❣❡✉r t❡♥❞ ✈❡rs ✵ ❡t ❧✬✐♥té❣r❛❧❡ ✈❛✉t 1✳ P❤②s✐q✉❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à
✐♠♣♦s❡r ✉♥❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ✉♥❡ s♣❤èr❡ ❞♦♥t ❧❡ r❛②♦♥ t❡♥❞ ✈❡rs 0✳
✶✹✳ ❈♦♠♠❡ ❞ét❛✐❧❧é ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡ ❬✹❪✱ ❞✬❛✉tr❡s ❞é♠❛r❝❤❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ♣❛ss❛❣❡
♣❛r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❢réq✉❡♥t✐❡❧✳
✶✺✳ P♦✉r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❛②❛♥t ét✉❞✐é ❧✬é❧❡❝tr♦st❛t✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ∆V = δ(~x)
ǫ0
✈ér✐✜é❡ ♣❛r ❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❣é♥éré ♣❛r ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛r❣❡ δ✱
❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♥✉❧ à ❧✬✐♥✜♥✐✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❡♥ ❡✛❡t V (r) = 14πǫ0r ✳
✶✻✳ ❉❡s ❞ét❛✐❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✻✺❪✳
✶✷✹
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✽✼✲✽✾✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s q✉❡ A = − 1
4π
✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❞❛♥s ✽✼✱ ♥♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❡♥s✉✐t❡
η△ ~v = 1
4π
~f · (~∇~∇− I∆)(1
r
). ✭✾✶✮
❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs (~f · ~∇)~∇ ❡t ∆✱ ♥♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
~v =
1
4πη
~f ·(~∇~∇− I∆)J, ✭✾✷✮
❝❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✐t❡ss❡ ét❛♥t ❜✐❡♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✾✶ ❡t ✾✷✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
∆J =
1
ηr
. ✭✾✸✮
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ J = − r
2η
✳ ❊♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❛❧♦rs J ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✾✷✱ ♥♦✉s
tr♦✉✈♦♥s
~v = G~f, ✭✾✹✮
❛✈❡❝
Gij =
1
8πη
(
δij
r
+
rirj
r3
)
. ✭✾✺✮
◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❛✉ss✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ●r❡❡♥ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s
σ = −pI + η
(
~∇~v + (~∇~v)T
)
. ✭✾✻✮
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✾✵ ❡t ✾✹✲✾✺✱ ❛♣rès ❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s
σij = Tijkfk, ✭✾✼✮
❛✈❡❝
Tijk = − 3
4π
rirjrk
r5
. ✭✾✽✮
❏ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❝♦♥♥❡①❡ D✱ ❡t ❞❡✉① é❝♦✉❧❡♠❡♥ts s♦❧✉t✐♦♥s ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥
❞❡ ❙t♦❦❡s s✉r ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t D✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s {~u, ~u′} ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ✈✐t❡ss❡s✱ ❡t
{σ, σ′} ❧❡s ❝❤❛♠♣s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❡s é❝♦✉❧❡♠❡♥ts✳ ❊♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ D✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✭❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ ét❛♥t ré❛❧✐sé❡ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i✮ ✿
∂σij
∂xi
u′j = 0, ✭✾✾✮
❝❛r ❧❡ ❝❤❛♠♣ σ ✈ér✐✜❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❙t♦❦❡s ❡t ❡st s②♠étr✐q✉❡✳
P❛r ❛✐❧❧❡✉rs ✭❧❛ s♦♠♠❛t✐♦♥ ét❛♥t ré❛❧✐sé❡ s✉r ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s i ❡t j✮ ✿
∂σij
∂xi
u′j =
∂(σiju
′
j)
∂xj
− σij
∂u′j
∂xi
=
∂(σiju
′
j)
∂xi
− [−pδij + η(∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)]
∂u′j
∂xi
✭✶✵✵✮
=
∂(σiju
′
j)
∂xi
− η(∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
∂u′j
∂xi
, ✭✶✵✶✮
✶✷✺
♦ù ❧✬♦♥ ❡st ♣❛ssé ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✵✵ à ✶✵✶ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜✐❧✐té✳
➚ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✾✾ ❡t ✶✵✶✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝
∂(σiju
′
j)
∂xi
= η(
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
)
∂u′j
∂xi
. ✭✶✵✷✮
❊♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ✢✉✐❞❡s✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡
∂(σ′ijuj)
∂xi
= η(
∂u′i
∂xj
− ∂u
′
j
∂xi
)
∂uj
∂xi
. ✭✶✵✸✮
▲❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❞❡s é❣❛❧✐tés ✶✵✷ ❡t ✶✵✸ ❝♦♥❞✉✐t ❛❧♦rs à
∂(σiju
′
j)
∂xj
=
∂(σ′ijuj)
∂xj
. ✭✶✵✹✮
❈❡tt❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✐♣r♦❝✐té✱ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
div(σ~u′ − σ′~u) = 0. ✭✶✵✺✮
❑ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦❞❡ ✐♥té❣r❛❧ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✶✼✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣♦✐♥t Mi ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❛♣♣r♦❝❤❡r
❧❡ ❧❛♣❧❛❝✐❡♥ s✉r❢❛❝✐q✉❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❛r s❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❧♦❝❛❧❡
∆Sf(Mi) ≃ 1
Ae
∫
A
∆SfdA, ✭✶✵✻✮
♦ù A ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝❡♥tré s✉r Mi✱ ❞✬❛✐r❡ Ae✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❡s s✉r❢❛❝❡s✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥ ✉♥❡ ✐♥té❣r❛❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝♦♥t♦✉r ❞❡ ❧✬é❧é♠❡♥t✳
❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st ✐♥❞✐q✉é s♦✉s s❛ ❢♦r♠❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❧✐✈r❡ ❬✺✵❪ ✭❝❤❛♣✳ ✸✮✱ ❡t ♥♦✉s ❡♥
✉t✐❧✐s♦♥s ✐❝✐ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ✉♥ ❝❤❛♠♣ s❝❛❧❛✐r❡ ✿∫
A
fdivS(~∇Sf)dl =
∫
∂A
(~∇Sf · ~ν + 2H~∇Sf · ~n)dA, ✭✶✵✼✮
♦ù ~ν ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ t❛♥❣❡♥t✱ ~n ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ♥♦r♠❛❧
✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t à ❧❛ s✉r❢❛❝❡✱ ❡t H ❡st ❧❛ ❝♦✉r❜✉r❡ ♠♦②❡♥♥❡✳
❆✐♥s✐✱ ♣✉✐sq✉❡ ~∇Sf · ~n = 0✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
∆Sf ≃ 1
Ae
∫
∂A
~∇Sf · ~νdl. ✭✶✵✽✮
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ à ❞❡s s✉r❢❛❝❡s A ❞♦♥t ❧❡s ❝♦✉t♦✉rs ♣❛ss❡♥t ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts
❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❡ Mi✳
❉❡ ❢❛ç♦♥ à ❛♣♣r♦❝❤❡r ∆sf(Mi) à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ f ❛✉① ♥÷✉❞s✱ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s
❛❧♦rs ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✶✵✽ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬✐♥té❣r❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡ ❜♦r❞ ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ t♦✉t
✶✼✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣rét❡♥❞♦♥s q✉✬à ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❝❛r ❝❛r ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♥trô❧♦♥s ♣❛s ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s✳
✶✷✻
❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ∇sf ♣❛r ∇sf˜ ✱ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ f˜ ét❛♥t ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❡
❣r❛❞✐❡♥t s✉r❢❛❝✐q✉❡ ét❛♥t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝❡✱ f˜
❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ f é❣❛❧❡ à fj ❛✉① s♦♠♠❡ts Mj ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛❝❡✳
❙✉r ❧❡ ❜♦r❞ [MjMj+1]✱ ~ν ❡st ❛✉ss✐ ❛♣♣r♦❝❤é ♣❛r ~˜ν✱ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐t❛✐r❡ s♦rt❛♥t❡ à ❝❡ ❜♦r❞✳
▲❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ét❛♥t ♥♦♥ ❝♦♥trô❧é❡s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢ α
❞❡✈❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡✱ q✉✐ s❡r❛ ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♣❤èr❡✱
s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞éré 6 tr✐❛♥❣❧❡s éq✉✐❧❛tér❛✉① ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t Mi✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ t❡♥❞ ✈❡rs 0✱
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ~r✱ ♥♦✉s ❛②♦♥s ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ |(∆S~r) · ~n| = |H|✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
∆Sf ≃ α
AT
ni∑
j=1
Cj, ✭✶✵✾✮
♦ù Cj =
∫
[MjMj+1]
~∇S f˜ · ~˜νdl✱ AT =
∑ni
j=1Aij(j+1)✱ ❛✈❡❝ Aij(j+1) q✉✐ ❡st ❧✬❛✐r❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡
MiMjMj+1✱ ❡t ni ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ✈♦✐s✐♥s ❞✉ ♣♦✐♥t Mi✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ Cj ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉ tr✐❛♥❣❧❡ MiMjMj+1✳
❙✉r ❝❡ tr✐❛♥❣❧❡✱ f˜ = fiφi+ fjφj + fj+1φj+1✱ ♦ù φk ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ✈❛✉t 1 ❡♥ Mk
❡t 0 ❛✉① ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts✳
❖r ✿
~∇S f˜ = fi~∇Sφi + fj ~∇Sφj + fj+1~∇Sφj+1,
❡t
~∇Sφi = −(~∇Sφj + ~∇Sφj+1),
❝❛r φi + φj + φj+1 = 1✳
❆✐♥s✐ ✿
Cj =
∫
[MjMj+1]
[
(fj − fi)~∇Sφj · ~˜ν + (fj+1 − fi)~∇Sφj+1 · ~˜ν
]
dl
=
[
(fj − fi)~∇Sφj · ~˜ν + (fj+1 − fi)~∇Sφj+1 · ~˜ν
]
|| ~MjMj+1||.
❖r ~∇Sφj · ~˜ν = −||~∇Sφj|| cos βi,j+1 = − cosβi,j+1hj ✱ ~∇Sφj+1 · ~˜ν = −||~∇Sφj+1|| cosαij =
− cosαij
hj+1
✱ sin βi,j+1 =
hj
|| ~BC|| ❡t sinαij =
hj+1
|| ~BC|| ✱ ❧❡s ❛♥❣❧❡s αij ❡t βi,j+1 ét❛♥t ❞é✜♥✐s s✉r ❧❛
✜❣✉r❡ ✽✱ ❡t ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ✐ss✉❡ ❞❡ Mj ♥♦té❡ hj✳
Mi
Mj Mj+1
❋✐❣✉r❡ ✽✿ ❙❝❤é♠❛ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ MiMjMj+1
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝
Cj =
∫
bk
[(fj − fi) cot βi,j+1 + (fj+1 − fi) cotαij] dl. ✭✶✶✵✮
✶✷✼
❆✐♥s✐✱ ❞✬❛♣rès ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s ✶✵✾ ❡t ✶✶✵✱
∆Sf ≃ α
AT
ni∑
j=1
(cotαij + cot βij)(fj − fi). ✭✶✶✶✮
❆✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r α✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡
r❛②♦♥ R ❡t ❞❡ ❝❡♥tr❡ O✱ ❡t ~f =
−−→
OM ✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥
|(∆S ~f) · ~n| = 2
R
✭✶✶✷✮
❡st ❛❧♦rs ✈ér✐✜é❡✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ❛✉t♦✉r ❞✉ ♣♦✐♥t Mi ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡
❞❡ s✐① tr✐❛♥❣❧❡s éq✉✐❧❛tér❛✉①✳ ❉❛♥s ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ∆S ~f ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✶✶✶ ✶✽✱
♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❛❧♦rs α t❡❧❧❡ q✉❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s t❡♥❞ ✈❡rs 0✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✶✶✷ s♦✐t tr♦✉✈é❡✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐
α =
1
2
. ✭✶✶✸✮
◆♦✉s r❡tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✼✳
▲ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ s✐♥❣✉❧❛r✐té
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s s✐♥❣✉❧❛r✐tés ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✸✳✺✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞é✲
r♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡ M0M1M2✱ tr♦✐s ✈❡❝t❡✉rs {~f0; ~f1; ~f2} ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té
A =
∫
T
G(~r)~f(~r)dA, ✭✶✶✹✮
♦ù G ❡st ❧❡ t❡♥s❡✉r ❞❡ ●r❡❡♥ ❞é✜♥✐ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✾✺✱ ❡t ~f ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ✈❛✉t
~fi ❛✉ ♣♦✐♥t Mi✳ ~f ♣❡✉t ❛✐♥s✐ s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ~f = φ0 ~f0 + φ1 ~f1 + φ2 ~f2✱ ♦ù φi ❡st
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ✈❛✉t 1 ❛✉ ♣♦✐♥t Mi✱ ❡t 0 ❛✉① ❞❡✉① ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♥♦té T
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ M0M1M2✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡
B =
∫
T
φ0
r
dA, ✭✶✶✺✮
✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ ✶✶✹✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♣❛r❛♠étr❡r T ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts M t❡❧s q✉❡
−−−→
M0M =
η
−−−−→
M0M1 + ξ
−−−−→
M0M2✱ ❛✈❡❝ η ∈ [0; 1] ❡t ξ ∈ [0, 1− η]✳ ◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✿
B =
∫ 1
η=0
∫ 1−η
ξ=0
1− η − ξ
r
| sin θ0|||~r1||||~r2||
2
dηdξ, ✭✶✶✻✮
♦ù sin θ0 = ̂M1M0M2✳
▲✬✐♥té❣r❛❧❡ ✐♥t❡r✈❡♥❛♥t ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✶✶✻ ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à r❡♣❛r❛♠étr❡r T ♣❛r ✿
[0; 1]× [0; 1] → T
(s, t) → −−→OM = s(~r1 + t~r12),
✶✽✳ P❛r ❧✐♥é❛r✐té✱ ❞❛♥s ✉♥ r❡♣èr❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é (0, ~ex, ~ey, ~ez)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ∆S ~f = (∆Sfx,∆Sfy,∆Sfz)✳
✶✷✽
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à η = s(1− t) ❡t ξ = st✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
A = AT
∫ 1
t=0
∫ 1
s=0
(1− s)
||s~r1 + st~r12|| |det(J)|dsdt, ✭✶✶✼✮
♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té AT ❧✬❛✐r❡ ❞✉ tr✐❛♥❣❧❡ ❝♦♥s✐❞éré✱ ❡t J ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿ J =
(
∂η
∂s
∂η
∂t
∂ξ
∂s
∂ξ
∂t
)
=
(
1− t −s
t s
)
.
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✿
A = AT
∫ 1
t=0
∫ 1
s=0
(1− s)
||s~r1 + st~r12||sdsdt
= AT
∫ 1
t=0
∫ 1
s=0
(1− s)
||~r1 + t~r12||dsdt
=
AT
2
∫ 1
t=0
1√
a2 + bt+ c2t2
dt,
❛✈❡❝ a = ~r1 · ~r1✱ b = 2~r1 · ~r12 ❡t c = ~r12 · ~r12✳
❈❡tt❡ ✐♥té❣r❛❧❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❡t ❝♦♥❞✉✐t ❛✉ rés✉❧t❛t
A =
AT
2
√
c
ln
b+ 2c+ 2
√
a+ b+ c
√
c
b+ 2
√
ac
. ✭✶✶✽✮
❖r ✿ a+ b+ c = ~r21 +2~r1 · ~r12 + ~r12 · ~r12 = ~r2 · ~r2✱ ❛✈❡❝ ~r2 =
−−−−→
M0M2✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝
A =
AT
2
√
~r12 · ~r12
ln
||~r2||+ ~r2 · ~u12
||~r1||+ ~r1 · ~u12 , ✭✶✶✾✮
❛✈❡❝ ~u12 = ~r12||~r12|| ✳
❈❡ rés✉❧t❛t ❡st ❜✐❡♥ s②♠étr✐q✉❡ ♣❛r é❝❤❛♥❣❡ ❞❡ ✶ ❡t ✷✳
▼ ❈❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈és✐❝✉❧❡ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ (xGy)✱ ❞♦♥t ❧❛
❢♦r♠❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ f ✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛❣❡ ✺✷✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r
❧✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ ❣r❛♥❞ ❛①❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ f ✳
◆♦✉s ♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✱ ♦ù ✿
f(θ, φ) = f0 +
2∑
l=−2
f2lY2l(θ, φ), ✭✶✷✵✮
❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s Y2l ❢♦r♠❛♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦rt❤♦♥♦r♠é❡ ❞❡s ❤❛r♠♦♥✐q✉❡s s♣❤ér✐q✉❡s s✉r❢❛✲
❝✐q✉❡s ❞✬♦r❞r❡ 2✱ ❡t f2−l = f2l
∗✳
◆♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❧❛ ❜❛s❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❬✾✼❪ ✿
Y2±2(θ, φ) =
√
15
32π
sin θ2e±2iφ, ✭✶✷✶✮
Y2±1(θ, φ) = ∓
√
15
8π
sin θ cos θe±iφ, ✭✶✷✷✮
Y20(θ, φ) =
√
5
16π
(3 cos θ2 − 1). ✭✶✷✸✮
✶✷✾
▲✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡t ❞✉ ♣❧❛♥ (xGy) ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ f(π
2
, φ)✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✶✷✵✲✶✷✸✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s
f(θ, φ) = A+ 2B❘❡(f22e
2iφ). ✭✶✷✹✮
❆♣rès ❛✈♦✐r ♥♦té R ≥ 0 ❡t ψ ∈]− π; π] t❡❧s q✉❡ f22 = Re−i2ψ✱ ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s
f(
π
2
, φ) = A+ 2BR cos (2(φ− ψ)). ✭✶✷✺✮
❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s♣❤ér✐q✉❡s
❞❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❡st
r(
π
2
, φ) = R0 [1 + A+ 2BR cos (2(φ− ψ))] . ✭✶✷✻✮
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✱ ♣✉✐sq✉❡ 2αBR ≪ 1✱ à ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡❧❧✐♣s❡ ❞♦♥t ❧❡ ❣r❛♥❞
❛①❡ ❡st ✐♥❝❧✐♥é ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ψ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛①❡ ❞❡s x✳ ψ ❡st ❞♦♥❝ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❞❡
❧❛ ✈és✐❝✉❧❡ ✶✾✳
✶✾✳ ❙✐ |ψ| > π2 ✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞✬✐♥❝❧✐♥❛✐s♦♥ ❡st ❧❡ ré❡❧ ψ˜ = ψ ± π t❡❧ q✉❡ ψ˜ ∈ [−π2 , π2 ]✱ ❝❡ ❝❛s s❡ ♣r♦❞✉✐s❛♥t ❧♦rs
❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❝✉❧❡✳

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ●✳❘✳ ❈♦❦❡❧❡t ❡t ❍✳❏✳ ▼❡✐s❡✐❧♠❛♥✳ ❘❤❡♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❤❡♠♦❣❧♦❜✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s
❛♥❞ ❡r②t❤r♦❝②t❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥s✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✻✷✿✷✼✺✕✷✼✼✱ ✶✾✻✽✳
❬✷❪ ❆✳❘✳ Pr✐❡s✱ ◆✳ ◆❡✉❤❛❡✉s✱ ❡t P✳ ●❛❡❤t❣❡♥s✳❇❧♦♦❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✐♥ t✉❜❡ ✢♦✇ ✿ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
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